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О СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ СТАЦИОНАРНОГО
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В работе изучается краевая задача В.Н. Врагова для уравнения смешанного типа
второго порядка, когда уравнение принадлежит эллиптическому типу вблизи основа-
ний цилиндрической области. С помощью стационарного метода Галеркина доказана
однозначная регулярная разрешимость краевой задачи при определенных условиях на
коэффициенты и правую часть уравнения. При этом установлены априорные оцен-
ки для уравнения смешанного типа, которым удовлетворяют приближенные решения.
Получена оценка скорости сходимости стационарного метода Галеркина в норме про-
странства Соболева W 1

2
, через собственные функции оператора Лапласа по простран-

ственным переменным и по времени. При выводе оценки скорости сходимости метода
Галеркина существенно используется разложение решения исходной краевой задачи в
ряд Фурье по собственным функциям оператора Лапласа и известное равенство Пар-
севаля.
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Известно, что теории уравнений смешанного типа посвящено довольно много работ и
монографий [1, 2, 5, 6, 8, 9, 11]. При этом к исследованию краевых задач для уравнений сме-
шанного типа применялись сингулярные интегральные уравнения, функциональные мето-
ды, метод регуляризации, нестационарный метод Галеркина. В основном, с помощью стаци-
онарного метода Галеркина изучались краевые задачи для уравнений эллиптического типа
[3, 4, 7]. Отметим, что в работах [3, 7] в качестве базисных функций брались собственные
функции сходного оператора. В ряде работ получены оценки погрешности нестационарного
метода Галеркина для эволюционных уравнений [10].

В данной работе рассматривается частный случай краевой задачи В.Н. Врагова [8],
когда уравнение смешанного типа принадлежит эллиптическому типу вблизи оснований
цилиндрической области. При этом получена оценка скорости сходимости стационарного
метода Галеркина в норме пространства W 1

2 , через собственные числа оператора Лапласа
по переменным x ∈ R

n и t.
Пусть Ω ⊂ R

n - ограниченная область с гладкой границей S, Q = Ω × (0, T ), ST =

S × (0, T ), T > 0.
Рассмотрим уравнение смешанного типа

Lu ≡ k(x, t)utt −△u+ a(x, t)ut + c(x)u = f(x, t), (x, t) ∈ Q, (1)

где коэффициенты уравнения (1) являются достаточно гладкими функциями.
Положим

P

±
0 = {(x, 0) : k(x, 0) ≷ 0, x ∈ Ω}, P

±
T = {(x, T ) : k(x, T ) ≷ 0, x ∈ Ω}.

Краевая задача. Найти решение уравнения (1) в области Q такое, что

u|ST
= 0, (2)
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u|t=0 = 0, ut|P+

0

= 0, ut|P−

T

= 0. (3)

При определенных условиях на коэффициенты и правую часть уравнения (1) в работе
[8] с помощью метода регуляризации была доказана однозначная разрешимость краевой
задачи (1) – (3) из пространства W

2
2 (Q). В работе [9] построены приближенные решения

стационарного метода Галеркина, которые слабо сходятся к обобщенному решению краевой
задачи (1) – (3) для одного нелинейного уравнения смешанного типа вида (1) при k(x, 0) <

0, k(x, T ) > 0.

Для целого k ≥ 1 через || · ||k будем обозначать норму пространства Соболева W k
2 (Q) и

(u, v) =

∫

Q

uvdQ, ||u|| =

√
(u, u), u, v ∈ L2(Q).

Пусть CL класс гладких функций, удовлетворяющих краевым условиям (2), (3).
В дальнейшем рассмотрим случай k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0. Тогда существуют положи-

тельные числа t0 < T0 и δ1, δ2 такие, что

k(x, t) ≤ −δ1 < 0, 0 ≤ t ≤ t0; k(x, t) ≤ −δ2 < 0, T0 ≤ t ≤ T.

Бесконечно дифференцируемые функции ξ(t), η(t) выбираем следующим образом:

ξ(t) ≥ 0, ξ(0) = ξ(T ) = 0, ξ(t) = µ, t0 ≤ t ≤ T0,

ξt ≥ 0, 0 ≤ t ≤ t0 ; ξt ≤ 0, T0 ≤ t ≤ T,

η(t) =





3
2ξt + 1, 0 ≤ t ≤ t0,

1, t0 ≤ t ≤ T0,

−1
2ξt + 1, T0 ≤ t ≤ T .

При этом число µ удовлетворяет условию µ ≥ δ

−1
(max

Q
|k| + δ).

Аналогично работе [11] доказываются следующие леммы.

Лемма 1. Пусть коэффициент c(x) > 0 достаточно большой и

k(x, 0) < 0, k(x, T ) < 0, x ∈ Ω ; a− 1

2
kt ≥ δ > 0.

Тогда для всех функций u ∈ CL справедливо неравенство

(Lu, ξut + ηu) ≥ C1||u||21, C1 > 0. (4)

Лемма 2. Пусть коэффициент k(x, t) равен k(t) и

k(0) < 0, k(T ) < 0 ; a− 1

2
|kt| ≥ δ > 0.

Тогда для всех функций u(x, t) из CL имеет место неравенство

−(Lu, ξ∆̃ut + η∆̃u) ≥ C2

∫

Q

[u
2
tt +

n∑

i=1

u

2
txi

+ (∆u)
2
]dQ− C3||u||21 , (5)
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где C2, C3 > 0 и ∆̃u = utt + ∆u.

Пусть функции {ϕk(x, t)}∞k=1 ортонормированы в L2(Q) и являются решением спек-
тральной задачи

∆̃v ≡ vtt + ∆v = −λv, (x, t) ∈ Q,

v|ST
= 0, v|t=0 = 0, vt|t=T = 0.

При этом λk - соответствующие собственные числа, удовлетворяющие условиям 0 < λ1 ≤
λ2 ≤ · · · и λk → +∞ при k → ∞.

Положим
ψk(x, t) = ξ(t)ϕkt(x, t) + η(t)ϕk(x, t).

Теорема 1. Функции {ψk(x, t)}∞k=1 линейно независимы, и множество их линейных ком-

бинаций плотно в L2(Q).

Доказательство теоремы 1 полностью совпадает с доказательством теоремы 1 [11].
Приближенное решение краевой задачи (1)-(3) ищется в виде

u

N
=

N∑

k=1

c

N
k ϕk(x, t).

При этом коэффициенты c

N
k определяются как решение системы алгебраических урав-

нений
(Lu

N
, ψk) = (f, ψk), k = 1, N. (6)

Теорема 2. Пусть выполнены условия лемм 1, 2. Тогда для любой функции f ∈ L2(Q) та-

кой, что ft ∈ L2(Q), существует единственное регулярное решение u(x, t) краевой задачи

(1)-(3) из пространства W 2
2 (Q). При этом приближенные решения uN

(x, t) слабо сходятся

к u(x, t) в пространстве W 2
2 (Q).

Доказательство. Для доказательства теоремы 2 заметим, что из равенств (6) получаются
соотношения

(Lu
N
, ξu

N
t + ηu

N
) = (f, ξu

N
t + ηu

N
),

−(Lu
N
, ξ∆̃u

N
t + η∆̃u

N
) = (f, ξ∆̃u

N
t + η∆̃u

N
).

Отсюда в силу (4), (5) следует справедливость оценки

||uN ||2 ≤ C4(||f || + ||ft||), C4 > 0 ,

которая позволяет получить утверждения теоремы 2. Из теоремы 1 будем иметь, что урав-
нение (1) выполняется для почти всех (x, t) ∈ Q.

Теорема 3. Пусть коэффициент c(x) > 0 достаточно большой, и выполнены условия

k(0) < 0, k(T ) < 0, a− 1

2
|kt| ≥ δ > 0 ; f, ft ∈ L2(Q).

Тогда для погрешности стационарного метода Галеркина справедлива оценка

||u− u

N ||1 ≤ C5(||f || + ||ft||)λ−1/4
N+1 , C5 > 0,

где постоянная C5 не зависит от функций f, u, u

N .
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Доказательство. Для решения u(x, t) краевой задачи (1)-(3), гарантированного теоремой
2, справедливы разложение в ряд Фурье

u =

∞∑

k=1

ckϕk , ck = (u, ϕk)

и неравенство
∞∑

k=1

c

2
kλ

2
k ≤ C6(||f ||2 + ||ft||2), C6 > 0. (7)

Пусть HN – линейное подпространство W 1
2 (Q), натянутое на ϕ1, ..., ϕN и PN – оператор

проектирования на HN . Из равенств (6) нетрудно получить соотношение

(L(u− u

N
), ξ(u− u

N
)t + η(u− u

N
)) = (L(u− u

N
), ξ(ut − ωt) + η(u− ω)),

где ω произвольный элемент из HN .
Отсюда в силу (4), (7) при ω = PNu получаем искомую оценку скорости сходимости

стационарного метода Галеркина.
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About Convergence Speed of the Stationary Galerkin Method

for the Mixed Type Equation

I.E. Egorov, Mathematics Scientific research institute NEFU (Yakutsk, Russian Federation),
I.M. Tikhonova, Mathematics Scientific research institute NEFU (Yakutsk, Russian
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In this paper it is investigated the boundary value problem of V.N. Vragov for mixed-
type equation of second order, when equation belongs to elliptic type close to the cylindrical
base region. Using a stationary Galerkin methods we prove the unique regular solvability of
this boundary value problem. It was established a priori estimates for mixed-type equation.
It is obtained an estimate for the rate convergence of Galerkin method in the steady-state
rate of the Sobolev spaces by eigenfunctions of the Laplace operator in the spatial variables
and time. For derivation of the estimate of convergence of stationary Galerkin methods we
use the expantion of solution of the initial boundary value problem.

Keywords: equation of mixed type, stationary, the Galerkin method, boundary value

problem, unequality, estimate.
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