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1Введение 
Задача оценивания параметров моделей хао-

тических процессов имеет множество приложений 
в информационных и технических системах: обра-
ботка информации, передаваемой с помощью хао-
тических колебаний [1], восстановление модели 
внешних возмущений на управляемый объект [2]. 
Часть работ, связанных с моделированием хаотиче-
ских процессов, посвящена реконструкции динами-
ческих систем по экспериментальным данным в виде 
систем дифференциальных уравнений [3] 

 ,
d f
dt

x
x λ , nx  ,                                     (1) 

описывающих «медленные» колебания. Другим 
направлением исследований является построение 
моделей «быстрых» колебаний с использованием 
одномерных хаотических отображений [4] 

 1 ,k kx f x  λ , kx  ,                                 (2) 

а также с помощью нейронных сетей [5]. 
В настоящее время для решения задачи оце-

нивания параметров моделей вида (1) и (2) актив-
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но развиваются подходы, основанные на примене-
нии генетических алгоритмов, эволюционных вы-
числений и гравитационного поиска [6, 7]. Также 
при идентификации хаотических систем находят 
применение алгоритмы фильтрации [8]. Однако 
результаты, представленные в большинстве работ, 
получены в условиях, когда экспериментальные 
данные являются зашумленной реализацией из-
вестных хаотических систем и пока не исследова-
на возможность их применения для практических 
задач, в которых модель процесса является неиз-
вестной.2 

В данной работе рассматривается задача вос-
становления модели «быстрых» колебаний по 
единственной реализации в условиях малого числа 

100N   доступных измерений. Для построения 
модели измеряемого сигнала ky , 1,2,...,k N  

используется разложение 

 
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i
k i kk

i
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
   , 1, 2,...,k N              (3) 
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Рассматривается задача восстановления модели хаотического процесса по единст-
венной реализации в условиях малого числа доступных измерений. Задача оценивания
параметров представлена как задача оценивания вектора состояния в модели динами-
ческой системы с переменной матрицей измерений. Исследуется возможность совмест-
ного использования алгоритмов фильтрации для уточнения множественной оценки
вектора состояния. 
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The article considers the problem of reconstruction of a random process model by a sin-
gular realization in terms of a small number of available measurements. The problem of pa-
rameters assessment is shown as the problem of assessment of state vector in the model of a
dynamic system with variable matrix of measurement. The possibility of a joint use of filtra-
tion algorithm to specify multiple estimation of a state vector is studied. 
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по системе процессов  i
ku , 1, 2,...,k N , 

1, 2,...,i m , заданных хаотическими отображе-
ниями вида (2), где ia , 0,1,...,i m  – коэффициен-

ты разложения ηk , 1, 2,...,k N  – ошибки изме-

рений. Например, такую систему процессов могут 
задавать логистические отображения: 

      1 λ 1i i i
ik k ku u u   , 0,1,..., 1k N  ,  

1,2,...,i m ,                                                      (4) 
хаотические решения которых возникают при 
   0 0;  1iu  ,  λ 3,57;  4i  , 1, 2,...,i m . Пользуясь 

достаточными условиями [9], можно определить 
различные классы дискретных отображений вида 
(2) на единичном интервале, которые порождают 
хаотические процессы. Однако выбирая конкрет-
ный класс, необходимо учитывать, что сложные 
конструкции в правой части уравнения (2) могут 
привести к вычислительным трудностям при ре-
шении задачи идентификации, например, к много-
экстремальности целевой функции [10]. Работа 
продолжает исследования [10–13]. 

 
1. Постановка задачи и метод решения 
Рассмотрим нахождение оценок коэффициен-

тов ia , 0,1,...,i m  разложения (3) в реальном 

времени с помощью алгоритмов фильтрации [13–
16]. Представим вектор коэффициентов 

 T1 0... na a aa  

в уравнении (3) как вектор состояния n
k  x a  , 

1n m   в модели процесса и измерений: 

1,

η ,

1, 2,..., .

k k

k k k ky
k N

 
  
 

x x

G x                                             (5) 

Элементы матрицы измерений kG  в модели 

(5) задаются логистическими отображениями (4): 
   1 ... 1m

k k ku u    
G . 

Таким образом, для нахождения оценок ко-
эффициентов разложения требуется найти оценку 
вектора состояния в модели (5). Тогда после обра-
ботки N  измерений можно положить ˆ ˆ Na x . 

Применительно к модели (5) уравнения фильтра 
Калмана [14] имеют вид: 

 1 1ˆ ˆ ˆk k k k k k   x x L y G x ,                         (6) 

  1T T
1 1k k k k k k r


  L P G G P G ,                      (7) 

  1k k k k P I L G P ,                                       (8) 

где ˆ kx  – оценка вектора состояния kx ; kL  – ко-

эффициент усиления; kP  – ковариационная мат-

рица ошибок оценивания; r  – оценка дисперсии 
помехи ηk , 1, 2,...,k N ; I  – единичная матрица. 

Переменные ky  и kG  на каждом шаге k  

считаются известными. Для момента времени 
0k   необходимо задать оценку 0x̂  вектора со-

стояния и начальное значение 0P  ковариационной 

матрицы ошибок. 
Последовательность оценок ˆ kx , 1, 2,...,k N , 

найденная по формулам (6)–(8), является опти-
мальной в смысле математического ожидания 
среднеквадратической ошибки, то есть оптималь-
ной для множества реализаций измерительной 
помехи ηk , 1, 2,...,k N . Как известно, с вероят-

ностью 99,73% истинное значение вектора состоя-
ния kx  на шаге k  будет лежать во множестве 

n
kS   : 

    T 1ˆ ˆ| 9n
k k k kS P    x x x x x .      (9) 

Для построения множественной оценки век-
тора состояния в модели (5) может быть применен 
алгоритм минимаксной фильтрации [13]. Пусть 
ошибка  η ;  k V v v   , 1, 2,...,k N , а начальное 

состояние 0 0Xx , причем 0
nX    – выпуклое 

множество. Тогда на шаге k  истинное значение 
вектора состояния будет принадлежать информа-

ционному множеству n
kX   , где 

1k k kX X Y  .                                             (10) 

Здесь n
kY    – множество, совместное с из-

мерениями: 

 |n
k k k kY y v y v     x G x .           (11) 

Информационное множество kX  в момент 

времени k  можно уточнить, используя довери-
тельное множество kS  для оценки фильтра Кал-

мана: 

1k k k kX X Y S   .                                    (12) 

 
2. Модельный пример 
Рассмотрим модельный пример для случая 
2n  , который имеет место при последователь-

ном выделении составляющих разложения (3). 
Пусть число измерений 100N  . 

На рис. 1 показан хаотический процесс, за-
данный логистическим отображением 

 1 λ 1k k ku u u   , 0,1,..., 1k N   

с параметром λ 3,68  и начальным значением 

0 0,3u  . Для рассматриваемой реализации индекс 

фрактальности  μ 0,73; 0,80 . 

На рис. 2 показана помеха ηk , 1,2,...,k N , 

которая является реализацией белого шума со 
среднеквадратическим отклонением σ 0,174 . В 
этом случае отношение сигнал/шум   0 дБ. Для 
данной реализации белого шума индекс фракталь-
ности  μ 0,60; 0,67 . 
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На рис. 3 показана последовательность изме-
рений 

0 1 ηk k ky a a u   , 1,2,...,k N , 

где 0 1a   , 1 1a  . Индекс фрактальности изме-

ряемого сигнала  μ 0,65; 0,71 . 

 
3. Применение фильтра Калмана 
Модель (5) для рассматриваемого примера 

имеет вид 

 

1, 1, 1

2, 2, 1

1, 2,

1

,

,

η ,

λ 1 ,

1,2,..., .

k k

k k

k k k k k

k k k

x x
x x
y x u x
u u u
k N







 
    
  
 

                                 (13) 

Запишем уравнения фильтра Калмана (6) – (8) 
для системы (13). Уравнения для оценок перемен-
ных вектора состояния имеют вид: 

 1, 2, 1, 1 1, 2, 1ˆ ˆ ˆ
ρk k k k k k

k

rx l x l y x 
 

    
 

, 

 2, 1, 2, 1 2, 1, 1ˆ ˆ ˆ
ρk k k k k k k k

k

rx l u x l y x u 
 

    
 

, 

 
Рис. 1. Хаотический процесс, заданный логистическим отображением 

 

 
Рис. 2. Реализация белого шума 

 

 
Рис. 3. Измеряемый сигнал 
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где 1, 2,ρk k k kr s u s   , 

1, 11, 1 12, 1k k k ks p u p   , 

2, 12, 1 22, 1k k k ks p u p   . 

Элементы коэффициента усиления фильтра 
Калмана равны: 

1,
1, ρ

k
k

k

s
l  , 2,

2, ρ
k

k
k

s
l  , 

элементы ковариационной матрицы ошибок: 

11, 2, 11, 1 1, 12, 1ρk k k k k
k

rp l p l p 
 

   
 

, 

12, 2, 12, 1 1, 22, 1ρk k k k k
k

rp l p l p 
 

   
 

, 

22, 1, 22, 1 2, 12, 1ρk k k k k k k
k

rp l u p l u p 
 

   
 

. 

Предположим, что дисперсия измерительной 
помехи известна точно: 2σr  . Выберем следую-
щие начальные условия для фильтра Калмана: 

 T0ˆ 0 0x , 0
8

9
P I . На рис. 4 и рис. 5 приведе-

ны графики оценок переменных вектора состояния 
и элементов ковариационной матрицы ошибок. 
После фильтрации всех 100N   измерений отно-

сительная погрешность конечной оценки ˆ Nx  со-

ставила 0,89 % . При более точном знании началь-

ного условия, например, при  T0ˆ 0,8 0,8 x  и 

0
1

9
P I , уже в момент времени 90k   относи-

тельная погрешность равна 0,87%. 
 
4. Гарантированная оценка 
При построении информационного множества 

kX  для вектора состояния в модели (13) с помо-

щью минимаксного фильтра множество, совмест-
ное с измерениями 

 2
1 2|k k k kY y v x u x y v      x  , 

образуют две параллельные линии на плоскости 

2 1k kx u x y v    , 

которые «вращаются» на каждом шаге за счет из-
менения значения ku . 

Зададим множество 0X  как на показано 

рис. 6. Число v  зададим как максимальное по мо-
дулю значение измерительной помехи: 0,5v  . 
Информационное множество kX  в моменты вре-

мени 30k   и 100k   показано рис. 7 и рис. 8 со-
ответственно. Построенные множества содержат и 
точечную оценку фильтра Калмана, и истинное 

 
Рис. 4. Оценки фильтра Калмана 

 

 
Рис. 5. Элементы ковариационной матрицы фильтра Калмана 
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значение вектора состояния. 
 
5. Совместное использование фильтров 
Рассмотрим последовательность множеств 

kX , 1,2,...,k N , построенную в соответствии с 

выражениями (9), (11) и (12). Начальные условия 
для алгоритмов при этом остались прежними. На 
рис. 9 и рис. 10 показано множество kX  в момен-

ты времени 30k   и 100k  . В таблице приведено 
сравнение множественных оценок по величине 
максимальной ошибки 

ˆ
ˆmax

k
kX


x

x x  и площади 

соответствующей фигуры на плоскости. Таким 
образом, совместное использование фильтров по-
зволило уменьшить размер конечного множества 

NX  в 6 раз, а величину максимальной ошибки в 

3 раза. 
 

Рис. 10. Множественная оценка при k = 100 в случае 
совместного использования фильтров (пунктиром 

показан результат при применении только минимакс-
ного фильтра) 

  
Рис. 6. Начальные условия для алгоритмов 

 
Рис. 7. Множественные оценки при k = 30 

 

Рис. 8. Множественные оценки при k = 100 Рис. 9. Множественная оценка при k = 30 в случае 
совместного использования фильтров (пунктиром 
показан результат при применении только мини-

максного фильтра) 
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Заключение 
Для решения задачи оценивания коэффициен-

тов разложения по системе хаотических процессов 
в реальном времени используются алгоритмы 
фильтрации. В рассмотренном модельном примере 
(число измерений 100N  , отношение сигнал/шум 
  0 дБ) относительная погрешность точечной 
оценки, найденной с помощью фильтра Калмана, 
составила 0,89 %. При построении множественной 
оценки совместное использование фильтра Калмана 
и минимаксного фильтра позволило уменьшить 
размер информационного множества в 6 раз по 
сравнению с результатом, полученным при приме-
нении только минимаксного фильтра. Аналогично 
можно использовать пересечение множественных 
оценок для коррекции оценки и ковариационной 
матрицы фильтра Калмана. 
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Характеристики множественных оценок

k 
Минимаксный фильтр Совместное использование 

Наибольшая ошибка Площадь Наибольшая ошибка Площадь
10 2,3045 0,9064 1,7279 0,4185
20 2,3045 0,4065 1,7170 0,2306
30 1,2240 0,2286 1,0171 0,0945
40 1,2240 0,2286 0,9370 0,0794
50 1,2240 0,2286 0,7579 0,0636
60 0,8782 0,1074 0,6023 0,0455
70 0,8782 0,1074 0,4816 0,0358
80 0,8782 0,1074 0,4630 0,0330
90 0,5145 0,0518 0,1607 0,0084

100 0,5145 0,0518 0,1600 0,0084
 




