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ОБ ОДНОЙ СИНГУЛЯРНО ВОЗМУЩЕННОЙ СИСТЕМЕ 
ТРЕХ УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 
ПЕРВОГО ПОРЯДКА 
 
Е.А. Деркунова1 
 

Построена и обоснована асимптотика решения сингулярно возмущен-
ной системы, состоящей из трех уравнений в частных производных первого 
порядка. Малый параметр входит в систему таким образом, что образуются 
разномасштабные операторы левых частей уравнений. Применяется метод 
пограничных функций построения асимптотики, что, в частности, сводит 
систему к стандартным линейным начальным задачам с уравнениями в ча-
стных производных. При доказательстве теоремы об оценке остаточных 
членов используется уже известная схема, сочетающая своеобразный прин-
цип максимума с введением нестандартных членов погранслойной части 
асимптотики. 

Ключевые слова: сингулярно возмущенные задачи, асимптотика, метод по-
граничных функций, дифференциальные уравнения в частных производных пер-
вого порядка. 

 

I. Постановка задачи. Рассмотрим систему вида ( 0ε >  – малый параметр) 
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в области (0 ) (0 )G x X t T= < ≤ × < ≤  с граничными условиями 

0 0 0 0 0 0 0t x t x t xu u v v w w= = = = = == = = = = = .    (2) 

Потребуем выполнения следующих условий (см. статью [1]). 

Условие 1. Пусть (0,0, ) 0if ε = , (0,0, ) 0if

x
ε∂

=
∂

, (0,0, ) 0if

t
ε∂

=
∂

, 1,2,3i = . 

В [1] требовались лишь условия согласования нулевого порядка. Здесь же для построения 
непрерывной асимптотики погранслойного типа достаточно потребовать также условий на пер-
вые производные в угловой точке. 

Условие 2. Пусть функции ( )ib x , ( , )ija x t , ( , , )if x t ε  дважды непрерывно дифференцируемы 

в области 0[0, ]G ε× . 

Условие 3. Пусть ( ) 0ib x > , 0 x X≤ ≤ , 1,2,3i = . 

Условие 4. 11 12 13a a a α+ + < − , 21 22 23a a a α+ + < − , 31 32 33a a a α+ + < − , где 0α >  – не-

которое число. 
Отметим, что из условия 4 следует, что 11( , ) 0a x t < , 22( , ) 0a x t < , 33( , ) 0a x t < , ( , ) 0x t∆ < . 
Асимптотическое разложение строим в виде ряда по степеням ε , состоящего из регулярной 

части, пяти обычных и шести угловых пограничных функций [2]: 

(
0

( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )i
i i i i i i

i

u x t u x t u x u x Q u t R u t K u tε ε τ θ ξ ς η
∞

=
= + Π + Ω + + + +∑  

)( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )i i i i i iPu S u T u H u M u N uξ τ ξ θ ς τ ς θ η τ η θ+ + + + + + , 

                                                      
1 Деркунова Елена Анатольевна – доцент, кандидат физико-математических наук, кафедра общей математики, Южно-Уральский го-
сударственный университет. 
    E-mail: elena.derkunova@rambler.ru 



Краткие сообщения 

Вестник ЮУрГУ, № 34, 2012 154 

(
0

( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )i
i i i i i i

i

v x t v x t v x v x Q v t R v t K v tε ε τ θ ξ ς η
∞

=
= + Π + Ω + + + +∑  

)( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )i i i i i iPv S v T v H v M v N vξ τ ξ θ ς τ ς θ η τ η θ+ + + + + + , 

(
0

( , , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )i
i i i i i i

i

w x t w x t w x w x Q w t R w t K w tε ε τ θ ξ ς η
∞

=
= + Π + Ω + + + +∑  

)( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )i i i i i iPw S w T w H w M w N wξ τ ξ θ ς τ ς θ η τ η θ+ + + + + + . 

Здесь tτ ε= , 2tθ ε=  xξ ε= , 2xς ε= , 3xη ε=  – погранслойные переменные. 
 
II. Построение асимптотики первого порядка 

2.1. Регулярная часть. Функции нулевого и первого порядка ( 0,1i = ) регулярной части 
асимптотики получаются из уравнений (здесь и ниже функции с отрицательными индексами счи-
таем равными нулю): 
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с начальным условием ( ,0) 0iw x = . 

Решение задачи для iw  имеет вид 
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где plM  – миноры определителя ( , )x t∆ , составленного из коэффициентов pla  ( , 1,2,3)p l =  пра-

вых частей уравнений исходной системы, а FplM  – миноры определителя 
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. Функции 

( , )iu x t , ( , )iv x t  вносят невязку на стороны 0x =  и 0t = , а функции ( , )iw x t  – на сторону 0x = . 

2.2. Погранслой вблизи 0x = . Функции ( , )iQ u tξ , ( , )iQ v tξ  выражаются через ( , )iQ w tξ  сле-
дующим образом: 

( )31 31
33

1
( , ) (0, ) ( , ) ( , )

(0, )i i qQ u t M t Q w t M t
M t

ξ ξ ξ= − ,  

( )32 32
33

1
( , ) (0, ) ( , ) ( , )

(0, )i i qQ v t M t Q w t M t
M t

ξ ξ ξ= − − , 

где plM  – миноры определителя (0, )t∆ , qplM  – миноры определителя 
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где функции ( ) ( , )i
pq tξ , ( 1,2,3p = ) рекуррентно выражаются через 1 ( , )iQ u tξ− , 1 ( , )iQ v tξ− , 

1 ( , )iQ w tξ− . 

Решая уравнение для ( , )iQ w tξ  с известными краевыми условиями, получаем: 
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Заметим, что решение iQ v , а значит и iQ u, не являются, вообще говоря, гладкими на харак-

теристике 3(0)b tξ = . Функции ( , )iQ u tξ , ( , )iQ v tξ  имеют экспоненциальную оценку по перемен-

ной ξ . 

Решением задач для ( , )iR w tς , ( , )iR v tς  ( 0,1i = ) будут функции: 
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а ( , )iR u tς  выражается через ( , )iR v tς  следующим образом: 
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Без труда строятся функции ( , )iK u tη , ( , )iK v tη , ( , )iK w tη . 

2.3. Погранслой вблизи 0t = . Функции ( , )iu x τΠ , ( , )iv x τΠ , ( , )i w x τΠ , 0,1i =  имеют вид: 
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а функция ( , )iu x τΠ  определяется из соотношения 
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Решение системы для функций ( , )iu x θΩ , ( , )iv x θΩ , ( , )i w x θΩ  ( 0,1i = ) имеет вид: 
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Все пограничные функции обладают экспоненциальной оценкой. 
2.4. Угловой погранслой. Приведем решения системы уравнений для функций ( , )iT u ς τ , 

( , )iT v ς τ , 0,1i = , ( , )iT w ς τ , 0,1i = : 
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Получаем, что ( )( )
12 111( , ) (0,0) ( , ) ( , ) (0,0)i

i iT u a T v t aς τ ς τ ς τ= − + , а функция 1 ( , )T v ς τ  выража-

ется следующим образом: 
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Заметим, что функция 1T u , 1T v  являются, вообще говоря, негладкими на характеристике 

2(0)x b tε= , что препятствует дальнейшему процессу построения стандартных членов асимпто-
тики. 
 
III. Оценка остаточных членов 

Обозначим частичные суммы асимптотических рядов первого порядка через 1U , 1V , 1W  со-
ответственно. Имеет место следующее утверждение. 

Теорема. Для решения задачи (1)–(2) ( , , )u x t ε , ( , , )v x t ε , ( , , )w x t ε  справедливо равномерное в 

области (0 ) (0 )G x X t T= ≤ ≤ × ≤ ≤  асимптотическое представление 
2

1( , , ) ( )u x t U Oε ε= + , 2
1( , , ) ( )v x t V Oε ε= + , 2

1( , , ) ( )w x t W Oε ε= + . 
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ON SOME SINGULAR PERTURBED SYSTEM OF THREE EQUATION S 
IN PARTIAL DERIVATIVES OF THE FIRST ORDER 
 
E.A. Derkunova 1 

 
The asymptotics of solution of a singular perturbed system consisting of three equations with partial 

derivatives of the first order is build and founded. The small parameter belongs to the system in such a 
way that non-uniformly scaled operators of the left parts of equations are formed. We use the boundary 
functions method asymptotics construction and so in particular reduce the system to standard initial 
problems with partial equations. When we proof the theorem on residual terms estimate we apply an 
already known scheme blending together a specific principle of maximum and including non-standard 
terms of the boundary layers part of asymptotics. 

Keywords: singular perturbed problems, asymptotic, boundary functions method, differential equa-
tions with partial derivatives of the first order. 
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