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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕЛИНЕЙНЫХ 
ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ С ВЕКТОРНЫМ ВХОДОМ 
КВАДРАТИЧНЫМИ ПОЛИНОМАМИ ВОЛЬТЕРРА1 
 
С.В. Солодуша2 
 

Рассматриваются полиномиальные интегральные уравнения Вольтер-
ра I рода второй степени, возникающие в задаче автоматического регули-
рования нелинейной динамической системы. Разработан адаптивный алго-
ритм учета обратной связи. Приводятся результаты тестовых расчетов для 
эталонной модели теплообмена. 
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Введение 

В теории моделирования систем управления традиционно используется аппарат дифферен-
циальных уравнений. Тем не менее разработка альтернативных методов моделирования, связан-
ных с приложением интегральных уравнений типа Вольтерра, является актуальной прикладной 
задачей (см., например, [1, 2]). 

В цикле публикаций [3] (ссылка сделана на последнюю работу автора, в которой имеются 
ссылки на другие публикации) исследовались полиномиальные уравнения Вольтерра I рода, в 
том числе уравнение 
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которое возникает при аппроксимации нелинейной динамической системы типа черного ящика 
квадратичным полиномом Вольтерра, и ставится задача об определении входного сигнала ( )x t , 
которому соответствует заданный выход ( )y t . В (1) t  имеет физический смысл времени, ядра 

1 11 1 2( , ), ( , , )K t s K t s s  идентифицированы каким-либо способом (например, с помощью методики 

из [4, 5]), ( )y t  – скалярная функция времени, причем [0, ](0) 0, ( ) Ty y t C′= ∈ , ядро 11K  симметрич-

но по переменным 1s  и 2s . В этой работе рассмотрим случай, когда ( )x t  есть вектор-функция 
времени. Вместо (1) имеем: 
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где для определенности ( ), 2,ix t i p= , считаются заданными; ядра , 1,iiK i p= , симметричны по 

переменным 1 2,s s ; [0, ](0) 0, ( ) Ty y t C′= ∈ ; 1( , ) 0K t t ≠  [0, ]t T∀ ∈ .  

 
1. О специфике полиномиальных уравнений Вольтерра I рода вида (2) 

Рассмотрим задачу стабилизации (регулирования), связанную с поиском управляющего воз-

действия 1( )x t , поддерживающего выходной сигнал ( )y t  на заданном уровне 0y∗ = . Все функ-
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циональные пространства считаем вещественными. Уравнение (2) является полиномиальным 
уравнением Вольтерра I рода, непрерывное решение которого, вообще говоря, носит локальный 
характер. 

В работах [6–8] рассматривались некоторые частные классы (2). Если, например, 
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В (3), (4) для сокращения записи принято 1 1k = . В [7] показано, что если (1)
[0, ]( ) , (0) 0Tf t C f∈ = , 

то единственное непрерывное решение (3), (4) определяется формулой 
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Также в [7] на примере (3), (4) получено, что кроме единственного непрерывного решения 
*
1 ( )x t  есть решение **

1 ( )x t , принадлежащее пространству обобщенных функций: 
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где ( )tδ  есть δ -функция Дирака. 
Для установления области существования непрерывного решения (3), (4) в [6, 8] была при-

менена техника, основанная на введении специальных мажорантных интегральных уравнений.  
Не уменьшая общности, положим 1( , ) 1K t t = . С учетом симметрии iiK  по 1 2,s s  уравнение 

(2) эквивалентно интегральному уравнению Вольтерра II рода  
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Следуя [3], рассмотрим мажорантное интегральное уравнение для (2), (6)  
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и соответствующую задачу Коши 
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Как отмечено в [3], локальная Липшиц-непрерывность отображения ( ) [0, ] [0, ]( ) : t tt C CΦ Θ →  

гарантирует единственность решения (8) * ( )tΘ  при достаточно малом t . Следовательно, (7) 

имеет единственное решение * *( ) ( )t tϕ = Θɺ , такое что * *
1 ( ) ( ), [0, )x t t t tϕ≤ ∈ . 

Для определения максимального значения t  приравняем знаменатель (8) к нулю: 
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Функция ( )tψ  является непрерывной строго возрастающей функцией t , причем (0) 0ψ = . Зна-

чит, найдется такое * 0t > , что *( ) 1tψ = . 
 
2. Численный алгоритм учета обратной связи  

Развивая исследование, начатое в [6], рассмотрим вопрос получения управляющего воздей-
ствия 1( )x t  с учетом апостериорных данных об отклонении выходной переменной ( )y t  от же-

лаемого значения 0y∗ = , так что 1( ) ( )x t u t h= − , ( ) 0, [ ,0]u hξ ξ= ∈ − , h  – известное постоянное 
запаздывание. В этом случае задача регулирования стационарного нелинейного динамического 

объекта сводится к поиску непрерывного решения ( )u t∗  полиномиального уравнения Вольтерра I 
рода 
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где ( ) ( ) ( ), [0, ].f t t t h t Tε ε= − − ∈  Сигнал ( ) ( )t y y tε ∗= − , ( ) 0ε ξ = , [ ,0]hξ ∈ − , считаем рассогла-
сованием или ошибкой управления.  

При малом t  решение (9) заведомо существует [3]. Найдем его кубатурным методом средних 
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( ) ( ),y h z h=  ( ) ( ),f h hε=  ( ) ( ) (( 1) ),f lh lh l hε ε= − −  ( ) ( )ih y y ihε ∗= − , 2,l n= . 
Выбор нужного корня в (10) определяется условием  
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Дальнейшее развитие работы связано с исследованием нелинейных процессов теплообмена. 
В качестве эталонной динамической системы рассмотрим математическую модель переходного 
процесса в элементе теплообменного аппарата, предложенную в [9]. Зависимость возмущения 
энтальпии ( )i t∆  (кДж/кг) теплоносителя на выходе теплообменника от возмущения расхода 
теплоносителя ( )D t∆  (кг/с) и теплоподвода ( )Q t∆  (кВт) имеет следующий вид: 
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где t  – время, 0D  и 0Q  – стационарные значения расхода и теплоподвода, 0 0,16D =  кг/с, 

0 100Q =  кВт , 1λ  и 2λ  – корни характеристического уравнения некоторой системы двух 

обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка, 0( ) ( )D t D D t= + ∆ . Нелинейный 

стационарный динамический объект с входными воздействиями 1( ) ( )x t D t= ∆ , 2( ) ( )x t Q t= ∆  и от-

кликом ( ) ( )ety t i t= ∆  моделируется с помощью полинома Вольтерра второй степени в форме 

mod( )i t∆ = 1 1 1 1 11 1 2 1 2 1 2
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Таким образом, задача выбора ( )u t , который обеспечивает mod( ) 0i t∆ =  при известном 

( )Q t∆ , может быть сведена к решению уравнения (10) (для 2p = ). С помощью (12) на базе мето-

да средних прямоугольников выполнено построение 1 mod( )h
ii t∆ , 2 mod( )h

ii t∆ , причем при выборе 
тестовых сигналов для идентификации ядер Вольтерра использовались алгоритмы, описанные в 
[5] и [10] соответственно. В частности, для идентификации 1K , 11K  в [5] использовались наборы 
тестовых сигналов 
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где 1 2 0α α+ = , 0 t Tω≤ ≤ ≤ , ( )I t  – функция Хевисайда. В [10] для однозначного поиска 1K , 11K  
были использованы 
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где 0 j t Tω≤ ≤ ≤ , j jhω = , 1,j n= , nh T= . 
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Схема решения (10) была внедрена в программный комплекс [11], позволяющий проводить 
идентификацию и тестирование квадратичной интегральной модели (12) применительно к мате-

матической модели (11) теплообменного аппарата. Расчеты 1 ( )h
iD t∆  и 2 ( )h

iD t∆  выполнялись с 

использованием апостериорных данных о выходных значениях 1 mod( )h
ii t∆  и 2 mod( )h

ii t∆  соответст-
венно. При проведении вычислительных экспериментов была учтена скорость открытия регули-
рующих клапанов (задвижек) [12, с. 112]. Предположим, что допустимые входные возмущения 

0( ) ( ),Q t Q I tγ∆ =  [0, ]t T∈ . Вычисление управляющего сигнала 1 ( )h
iD t∆  ( 2 ( )h

iD t∆ ), обеспечиваю-

щего желаемый отклик 1 mod 0hi∆ =  ( 2 mod 0hi∆ = ) при заданном возмущении ( )h
iQ t∆ , 

0,5 0,75γ≤ ≤ , проводилось с помощью нескольких уравнений вида (10) (для 2p = ), ядра Воль-

терра в которых были настроены на тестовые сигналы с амплитудами 00,008 0,12Dα≤ ⋅ ≤  кг/с и 

05 75Qα≤ ⋅ ≤  кВт. Приведем некоторые результаты вычислительных экспериментов для 

0 434i =  кДж/кг, 30T =  с, 1h =  с. 
Основная специфика (9), как и в скалярном случае, связана с локальностью области сущест-

вования его вещественного непрерывного решения. При вычислении 1 ( ), 0 30D t t∆ ≤ ≤  с было 

получено, что специфика (9) проявляется при возмущающих воздействиях ( )Q t∆  с maxγ γ≥  
(см. таблицу), что означает возможную потерю управляемости изучаемого процесса теплообме-
на. 

 
Значения maxγ , при которых существует решение 1 ( ), 0 29h

i iD t t∆ ≤ ≤  с 

α  (в %) 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 

maxγ  (в %) 58,8 57,2 56 55,6 55,8 56,4 57,3 58,9 61,4 64,9 69,3 71,3 

 
Из таблицы видно, что на величину maxγ  

влияет выбор значений α , используемых для 
восстановления ядер Вольтерра. 

Для сравнения эффективности применения 
способов идентификации, описанных в [5, 10], с 

помощью (11) были найдены значения 1 ( )h
eti T∆  

( 2 ( )h
eti T∆ ), соответствующие входам hQ∆  и 

1
hD∆ ( 2

hD∆ ). Рисунок иллюстрирует результаты 

расчетов с точностью 510δ −= . Видно, что при 
согласовании уровня 0,6γ ≤  с величиной α  

предпочтительнее использование ядер, восста-
новленных с использованием (13) из [5]. Было 

получено, что 6
0 1 04 10 ( ) 0,065i T iε−⋅ ⋅ ≤ ≤ ⋅ , 

1 1( ) ( )h
etT i Tε = ∆ .  

С другой стороны, применение в (10) ядер 
Вольтерра, построенных с помощью набора тес-

тов (14) из [10], дает решение 2
hD∆  на всем ис-

следуемом промежутке 0 30it≤ ≤  с для любых 

α  и maxγ γ≥ , хотя погрешность регулирования 

в       этом        случае         достаточно        велика:  

2 0( ) 0,189T iε ≤ ⋅ , 2 2( ) ( )h
etT i Tε = ∆ . 

 
 

γ  (в %) 

5  

5 

  30 

  55 

30  55 

Вычислительный эксперимент: 

                   – если 1 2( ) ( )h h
et eti T i T∆ < ∆ ; 

              – если 1 2( ) ( )h h
et eti T i T∆ > ∆  

   α  

  (в %) 
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Заключение 
В работе исследуется один класс нелинейных интегральных уравнений Вольтерра I рода, 

связанный с задачей моделирования нелинейной динамики в векторном случае. Разработан адап-
тивный алгоритм учета обратной связи для применения полиномов Вольтерра в задачах автома-
тического управления нелинейными динамическими системами типа черного ящика. Приводятся 
иллюстративные расчеты на примере эталонной динамической системы, описывающей процессы 
теплообмена. Численные эксперименты показали важность выбора тестовых сигналов, исполь-
зуемых для идентификации ядер Вольтерра. 
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NUMERICAL SIMULATION OF NONLINEAR DYNAMIC SYSTEMS 
WITH VECTOR INPUT BY QUADRATIC VOLTERRA POLYNOMIALS  
 
S.V. Solodusha 1 
 

Second degree quadratic polynomial Volterra integral equations of the first kind are considered. 
Such equations arise in the automatic control problem of a nonlinear dynamic system. An adaptive algo-
rithm based on feedback is developed. Results of test calculations for the reference heat exchanger 
model are produced. 

Keywords: nonlinear dynamic system, polynomial Volterra integral equation of the first kind, heat 
exchange. 
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