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МАТЕМАТИЧЕСКОЕ ОПИСАНИЕ КРИСТАЛЛИЗАЦИИ 
МЕТОДОМ ВИРТУАЛЬНЫХ ОБЪЕМОВ 
 
М.В. Дудоров1, А.Д. Дрозин2, В.Е. Рощин3, П.А. Гамов4, Л.Д. Менихес5 
 

С использованием метода виртуальных объемов дано математическое 
описание кристаллизации многокомпонентного металлического расплава. 
Учтено взаимное влияние динамически изменяющихся параметров – кон-
центрации компонентов и температуры расплава – на процессы образова-
ния и роста зародышей. Получена зависимость, описывающая скорость 
роста кристалла с учетом тепловых и диффузионных эффектов. 
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Введение. Описание кристаллизации многокомпонентного расплава связано с существенны-

ми трудностями. Задача предполагает изучение взаимосвязанных процессов роста всех кристал-
лов в расплаве. Существуют разнообразные подходы к решению задачи [1]. Традиционно для 
описания кристаллизации металлических расплавов используются методы [2–5], построенные на 
основе упрощенных моделей независимого роста характерных групп кристаллов. Для учета 
взаимодействия между кристаллами используются дополнительные эмпирические коэффициен-
ты, что позволяет получить удовлетворительные результаты для конкретных практических задач. 
В серии работ [6–26] авторами настоящей статьи разработаны математические модели процессов 
кристаллизации многокомпонентных расплавов, учитывающие влияние динамического измене-
ния характеристик расплава на группы кристаллов различного размера.  

Особенностью процессов зарождения новой фазы в метастабильных многокомпонентных 
расплавах является образование большого количества близко расположенных центров кристал-
лизации. В качестве практических примеров можно привести процессы кристаллизации при глу-
боких переохлаждениях эвтектических расплавов или кристаллизацию нагреваемых аморфных 
металлических материалов. Изменения концентрации компонентов и температуры расплава 
вблизи поверхности растущего кристалла в таких системах оказывают существенное влияние на 
рост соседних кристаллов. Указанные изменения необходимо учитывать при построении общей 
модели. Настоящая работа посвящена развитию разработанных авторами методов применитель-
но к кристаллизации метастабильных металлических расплавов. 

Определение виртуальных объемов. Рассмотрим кристалл, растущий в многокомпонентном 
расплаве. Для упрощения примем сферическую систему координат с началом в центре растущей 
частицы (рис. 1), R  – эффективный радиус кристалла. Также примем распределение параметров 
системы сферически симметричным. Для удобства используем символ Ψ  для обозначения фазы 
расплава и Φ  – фазы зародыша. 

Пусть в растворе присутствует n компонентов 1A , 2A , …, nA , тогда рост кристалла будет 
определяться n  процессами межфазового перехода компонентов через поверхность кристалла: 

11A Aψ Φ→ , 

                                                      
1 Дудоров Максим Владимирович – кандидат технических наук, кафедра пирометаллургических процессов, Южно-Уральский госу-
дарственный университет. 
    E-mail: steel@met.susu.ac.ru 
2 Дрозин Александр Дмитриевич – доктор технических наук, профессор, заведующий кафедрой математического анализа, декан ме-
ханико-математического факультета, Южно-Уральский государственный университет. 
    E-mail: drozin@mail.ru 
3 Рощин Василий Ефимович – доктор технических наук, профессор, заведующий кафедрой пирометаллургических процессов, Южно-
Уральский государственный университет. 
    E-mail: vero@met.susu.ac.ru 
4 Гамов Павел Александрович – аспирант, кафедра пирометаллургических процессов, Южно-Уральский государственный универси-
тет. 
    E-mail: steel@met.susu.ac.ru 
5 Менихес Леонид Давидович – доктор физико-математических наук, профессор, заведующий кафедрой функционального анализа, 
Южно-Уральский государственный университет. 
    E-mail: leonid.menikhes@gmail.com 



Дудоров М.В., Дрозин А.Д., Рощин В.Е.,  Математическое описание кристаллизации 
Гамов П.А., Менихес Л.Д. методом виртуальных объемов 

Серия «Математика. Механика. Физика», выпуск 6 79 

22A Aψ Φ→ ,                  (1) 

……………, 

n nA Aψ Φ→ . 
Вблизи поверхности растущего кристалла изменяется температура расплава и концентрация 

его компонентов. При значительном удалении от поверхности кристалла температура и концен-
трация достигают некоторых средних значений для данного расплава. Процессы у поверхности 
кристалла протекают значительно быстрее, чем глобальные изменения температуры и концен-
трации компонентов в расплаве. Поэтому, в случае если кристаллы зарождаются на значительном 
расстоянии друг от друга и не оказывают влияние на рост друг друга, систему кристалл–расплав 
можно считать изолированной. 

 
Рис. 1. Изменение концентрации компонента расплава и температуры  

вблизи растущего зародыша 

Опишем систему более детально. Выделим объем sV  (далее объем sV , c определенным до-
пущением, будем называть равновесным объемом), заключенный в сфере с центром в центре 
кристалла и радиусом sR  существенно большим R , т.е. sR R≫ . Тогда без учета глобальных из-
менений переменных можно принять: 
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где T  – температура, ic  – концентрация i -го компонента. 
Такое описание является весьма удобным. При построении модели кристаллизации системы 

мы изучаем изолированные объемы sV  и оцениваем глобальное изменение концентрации компо-
нентов системы с учетом изменения массы этих компонентов в фазе Φ . Однако такое возможно 
лишь при существенной изолированности кристаллов, и не совсем подходит для нашей системы. 
Такой подход приводит к двум ключевым проблемам. 

1. Расстояние между кристаллами может быть меньше sR . Необходимо дополнительно 
оценивать влияние взаимного роста кристаллов. 

2. При большом количестве небольших расположенных рядом кристаллов изменение 
концентрации у поверхности зародыша существенно влияет на глобальное изменение 
концентрации компонентов расплава. 
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Для учета указанных эффектов введем дополнительную сферическую поверхность EF  ра-

диусом ER , который выберем из соображения: 

E SR R R< < , 
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r r
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Будем считать, что изменение температуры и концентрации компонентов на поверхности EF  
несущественно влияет на протекание внутри поверхности процессов. Будем для сокращения на-
зывать поверхность EF  виртуальной поверхностью, а объем EV  – виртуальным объемом. 

При росте зародыша будет соответственно увеличиваться виртуальный объем. Для удобства 
примем ER kR= , где k  – постоянный, неизменяемый во времени коэффициент пропорциональ-
ности. 

Описание кристаллизации расплава. Выделим произвольный объем расплава. Будем рас-

сматривать изменение числа зародышей в пространстве их размеров qΦ  (число молекул в заро-
дыше) во времени t . При этом будем учитывать, что одновременно (в силу соотношения 

ER kR= ) изменяется qΨ  = qΨ ( qΦ ) – количество молекул фазы Ψ  этого виртуального объема. 

Пусть ( , )N t qΦ  – такая величина, что для малого интервала qΦ∆  размеров зародышей произве-

дение ( , )N t q qΦ Φ∆  равно числу зародышей, находящихся в выбранном объеме и имеющих раз-

мер от qΦ  до q qΦ Φ+ ∆ . Можно показать, что величины ( , )N t q  подчиняются уравнению перено-

са в пространстве размеров qΦ : 

( )
0

N bN

t qΦ

∂∂ + =
∂ ∂

,                 (6) 

где ( ),b t qΦ  – скорость роста зародыша. 

Преимуществом рассматриваемого подхода является возможность определять количество 
образующихся зародышей и их размеры для каждой из фаз в произвольный момент времени, что 
позволяет определять значения концентрации компонентов в произвольный момент времени. Так 
количество молекул i-го компонента, оставшихся в растворе, не вошедших в виртуальные объе-
мы, равно 
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где 0N  – исходное количество молекул в растворе, qΓ  – выбранный граничный размер зароды-

шей, начиная с которого действуют макроскопические законы роста, 0
ic∑ɶ  – исходная мольная до-

ля i-го компонента в растворе, icΦ
∑ɶ  и icΨ

∑ɶ  – средняя мольная доля i-го компонента соответственно 

в фазе Φ  и фазе Ψ  всего данного виртуального объема, ic∑ɶ  – средняя мольная доля i-го компо-

нента в расплаве. 
Дополняя полученные соотношения уравнениями интенсивности образования и скорости 

роста зародышей, а также уравнениями, описывающими граничные условия, получим математи-
ческую модель кристаллизации расплава. 
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Скорость роста кристалла. Рост кристаллов является сложным многопараметрическим 
процессом. Для упрощения будем рассматривать процесс распределения температуры и компо-
нентов расплава в фазе Ψ  виртуального объема как стационарный процесс. Воспользуемся урав-
нением диффузии в сферической системе координат: 

2
2

1i i
i

c c
D r

t r rr

∂ ∂∂  =  ∂ ∂ ∂ 
.          (9)  

Примем допущения: 

0ic
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∂
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( , )i Eic t R c= , ( , )i E ic t R c∑= ,           (11) 

где Eic  – равновесная концентрация компонента в расплаве. 

Тогда, с учетом ER kR= , уравнение (9) преобразуется к виду: 
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Используя выражение (13), находим производные от концентрации компонентов, которые 
понадобятся нам позднее: 
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Для нахождения скорости роста кристалла при изучении равновесного объема sV  было бы 
достаточно рассчитать скорость изменения концентрации компонентов и температуры у поверх-

ности. В случае виртуального объема частные производные i

r R

c

r =

∂
∂

 и 
r R

T

r =

∂
∂

 зависят как от r , 

так и от k . Изменение температуры и концентрации компонентов определяется положением 
виртуальной поверхности. 

Для получения требуемых уравнений рассмотрим случай, когда E SR R= , т.е. границы рав-
новесного и виртуального объемов совпадают. Тогда мы можем считать систему изолированной 
в рамках принятых ранее допущений. Тогда в соответствии с принципом минимального произ-
водства энтропии Пригожина [7] вариация полного производства энтропии системы равна нулю: 

0Pδ = . 
Ключевым допущением нашего подхода будет выполнение этого уравнения для виртуального 
объема меньшего равновесного объема.  Применим принцип минимального производства энтро-
пии для описания виртуального объема. При этом в отличие от традиционного подхода [7] будем 

рассматривать производство энтропии как функцию ( , )P R Rɺ  радиуса кристалла и его скорости, а 
наш зародыш как растущее сферическое макротело. Для доказательства допустимости такого 
подхода рассмотрим растущий зародыш на небольшом интервале времени от 1t  до 2t . Каждому 
R  соответствует значение P , значение функции однозначно определяется ее переменными R  и 

Rɺ . При этом выполняется принцип инвариантности относительно направления течения времени. 
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Такое описание сближает подход с классическими вариационными методами механики. На 
небольшом участке времени можно говорить, что значение функции P  однозначно определяется 
значениями двух переменных R  и Rɺ . Используя уравнение Эйлера–Лагранжа [8], варьируем P : 

0
d P P

dt R R

∂ ∂− =
∂ ∂ɺ

.              (16) 

Воспользуемся следующим выражением для P  [10, 27]. Полное производство энтропии в систе-

ме состоит из трёх составных частей: производства энтропии σ Φ  в фазе Φ , производства энтро-

пии в фазе Ψ  с интенсивностью σ Ψ  и производства энтропии на поверхности раздела фаз Φ  и 
Ψ : 
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где iI  – мольная скорость образования продукта на единице площади поверхности раздела фаз Ф 

и Ψ ; iA  – химическое сродство i-го межфазового перехода; i
i i

c
J D

r
ρ

Φ
Φ Φ ∂

= −
∂

 – плотность диф-

фузионного потока i-го компонента в сферической системе координат; qJ  
T

r
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∂
– плотность 

теплового потока; i
ij

jc

µµ ∂
=

∂
, iµ  – химический потенциал i -го компонента. 

Из выражений (17)–(19) следует, что 0
d P

dt R

∂ =
∂ ɺ

 и, следовательно, 

0
P

R

∂ =
∂

.         (20) 

Таким образом, имеем стационарное состояние с минимальным производством энтропии.  
Применяя формулу Остроградского–Гаусса преобразуем уравнения (17), (20) к виду: 
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Учитывая сферическую систему координат, получаем: 
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Разберем часть выражения (23): 
3

r R r kR r R
kσ σ σΦ Ψ Ψ

= = =
+ − .             (24) 

Выражение состоит из двух групп слагаемых. 
1. Тепловые эффекты: 
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2. Диффузионные эффекты: 
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Преобразуем оставшуюся часть выражения (26). При этом будем учитывать, что 
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С учетом (14) и (15) получаем 
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3. Поверхностные эффекты: 
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Учитывая допущение о локальном равновесии компонентов вблизи растущего зародыша Ai = 0, 
получаем: 
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Учитывая 0ic

r
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 и ( )i i i iA M µ µΨ Φ= −  [10] ( iM  – молекулярная масса соответствующего ком-

понента), получаем 
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Из (23), (25), (27), (29) окончательно получаем уравнение: 
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Объединяя уравнения (9), (10), (30), а также используя уравнение скорости роста зародыша 
[10] 

1

1 n

i i
i

dR
M I

dt ρΦ
=

= ∑ , 

получаем систему уравнений кристаллизации расплава. 
Выводы. Разработан метод виртуальных объемов для математического моделирования кри-

сталлизации многокомпонентного расплава с учетом взаимного влияния изменения температуры 
и концентрации компонентов расплава у поверхности растущих кристаллов. Метод применим 
для широкого круга задач кристаллизации метастабильных расплавов, к примеру, для описания 
кристаллизации при глубоких переохлаждениях эвтектических расплавов или кристаллизации 
нагреваемых аморфных металлических материалов. 
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MATHEMATICAL DESCRIPTION OF CRYSTALLIZATION 
BY THE VIRTUAL VOLUME METHOD 
 
M.V. Dudorov 1, A.D. Drozin 2, V.E. Roshchin 3, P.A. Gamov 4, L.D. Menikhes 5 
 

Using the virtual volume method, a mathematical description of the crystallization of multi-
component metallic melts is obtained. Model takes into account the effects of dynamically changing pa-
rameters such as component concentrations and temperature, on the processes of nucleation and growth 
of the nuclei. 

Keywords: nucleation, eutectic, supercooling, growth model. 
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