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В статье на основе общей теории движения плоского тела определяются 
границы применимости метода Даламбера к составлению уравнений криво­
линейного движения транспортных машин и других средств. 

При описании движения транспортной машины в режиме поворота на первом месте стоит 
задача составления уравнений её движения. Уравнения движения составляются с использованием 
различных методов механики: в виде уравнений Даламбера [1, 4, 5, 9], Лагранжа 1 и 2 рода [5, 8, 
9] или Аппеля [3]. Если описание движения в форме уравнений Лагранжа и Аппеля возражений 
не вызывает, то применение уравнений в форме Даламбера требует некоторой осторожности. Де­
ло в том, что в методе Даламбера центральное место занимает определение сил инерции, для вы­
числения которых требуется знание ускорения центра масс машины а . Модуль нормальной аn и 
тангенциальной составляющих обычно вычисляются по формулам 

(1) 

где - угловая скорость и угловое ускорение машины со­

ответственно; R - радиус поворота (расстояние от центра масс 
до мгновенного центра скоростей); V - модуль скорости цен­
тра масс. 

Использование этих формул правомерно лишь в том слу­
чае, когда мгновенные центры скоростей и ускорений совпа­
дают, и тогда здесь же находится центр кривизны траекторий 
точек тела. Верно и обратное утверждение: если мгновенный 
центр скоростей совпадает с центром кривизны какой-либо 
точки, то здесь же находится и мгновенный центр ускорений. 

Однако в общем случае плоского движения тела его точки 
движутся по различным траекториям, имеющим переменные 
радиусы кривизны, центры которых не совпадают. Не совпа­
дают они также с мгновенными центрами скоростей и ускоре­
ний тела. 

Рассмотрим для примера движение колеса, катящегося с постоянной скоростью по прямой 

линии (рис. 1). Здесь центр скоростей колеса находится в точке Pv , мгновенный центр ускорений 

- в точке а центры кривизны траекторий соответствующих точек - Естест­
венно, что радиус кривизны траектории центра масс не равен его расстоянию до мгновенного 
центра скоростей и использование формул (1) для определения составляющих Даламберовых сил 
инерции неправомерно. Точно также не всегда оправдано применение этих формул при описании 
криволинейного движения транспортных машин. 

У транспортных машин существует класс движений, допускающий применение формул (1) 
при использовании метода метода Даламбера. Однако существует также класс движений, когда 
такой подход не применим и, более того, существуют транспортные средства, движение которых 
не описывается уравнениями Даламбера, по крайней мере, в той форме в которой они применя­
ются в теории транспортных машин. 

Рассмотрим этот вопрос подробнее. 
Пусть в данный момент времени тележка забегающей гусеницы (колесо) транспортной маши­

ны в режиме криволинейного движения имеет теоретическую скорость При наличии буксова­
ния её действительная скорость равна а центр скольжения опорной площадки гусеницы 
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Расчет и конструирование 
находится в точке С (рис. 2), Согласно теореме ортогональности точка С и центр поворота машины 
О лежат на общем перпендикуляре к плоскости качения гусеницы [7]. Пусть плоскость качения 
гусеницы пересекается с перпендикуляром ОС в точке ле­
жащей на средней линии опорной площадки гусеницы. Переме­
щение точки корпуса А, совпадающей в данный момент с точкой 
Аl за элементарный промежуток времени dt равно 

где - радиус кривизны траектории точки А; - элемен­

тарный угол поворота касательной к траектории точки. 
С другой стороны, точка А с учетом буксования гусеницы 

по грунту проходит элементарный путь 

Поскольку [6] - угловая скорость поворо­

та корпуса машины, то 

При обкатывании средней линии опорной площадки по 
кривой угол поворота машины равен углу поворота гусеницы 
и, следовательно, углу поворота касательной к траектории точ­
ки касания: 

Отсюда 
Результат можно сформулировать в виде следующей теоремы. 
Теорема 1. Центр кривизны траектории точки пересечения центральной плоскости каче­

ния гусеницы (колеса) и перпендикуляра из центра поворота машины на эту плоскость совпада­
ет с центром поворота машины. 

Покажем, что таким свойством обладают все точки кор­
пуса указанного перпендикуляра. 

Возьмём на линии ОА точку М (рис. 3). Радиус кривиз­
ны траектории этой точки можно найти, зная её скорость 

VM и нормальное ускорение 

(2) 

С другой стороны, полное ускорение точки записы­

вается как векторная сумма ускорения точки А, взятой в каче­

стве полюса и ускорения точки М во вращательном дви­

жении ее вокруг полюса 

где - модули нормальной и тангенциальной составляющих ускоре­

ния полюса - модули составляющих ускорения в движении 

вокруг полюса; - угловое ускорение машины. 

Нормальное ускорение точки М есть проекция на направление ОА: 

(3) 

Из (2) и (3) получаем , Таким образом, имеем следующую теорему. 

Теорема 2. При повороте гусеничной (колесной) машины мгновенный центр скоростей ма­
шины О является центром кривизны траекторий всех точек корпуса, лежащих на перпендику­
ляре, опущенном из этого центра на плоскость качения гусеницы (колеса). 

Найдём теперь радиус кривизны произвольной точки корпуса (рис. 4). Возьмем точку N на 
перпендикуляре к ОМ. Ее ускорение 

(4) 
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где - радиус кривизны траектории точки N, то мгно­
венный центр скоростей О машины совпадает с центром кри­
визны траектории произвольной точки корпуса и мгновенным 
центром ускорений машины. 

Теорема 3. Радиус кривизны траектории произвольной 
точки корпуса при криволинейном движении гусеничной или 
колесной машины совпадает с центром её поворота. 

Ввиду того, что существенным моментом в доказательстве теоремы является наличие опор­
ного элемента, движущегося с обкаткой по произвольной кривой, она, как и теорема ортогональ­
ности [7], справедлива при наличии хотя бы одной катящейся гусеницы (колеса). 

При всех заторможенных колесах, когда отсутствует движение с обкаткой, условия теоремы 
не выполнены и центр поворота машины, вообще говоря, не совпадает с ее центром ускорений и 
центрами траекторий ее точек. Следовательно, применение метода Даламбера в принятой для 
описания движения транспортных машин форме в этих случаях не оправдано, что подтверждает­
ся приведенным выше примером. Таким образом, движение машины при заносе с заторможен­
ными колёсами не описывается общепринятыми уравнениями в форме Даламбера. 

Более того, существует целый класс транспортных средств с неподвижными относительно 
корпуса опорными элементами, например сани, когда при использовании метода Даламбера не­
обходимо искать другие формы записи сил инерции. 
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