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ПРИБЛИЖЕННЫЙ МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
МОМЕНТОВ ИНЕРЦИИ ТЕЛ С ЖИДКИМ НАПОЛНЕНИЕМ 

Ю.С. Павлюк, В.Д. Сакулин 

В общем случае оценка приведенных моментов инерции твердых тел с 
полостями, заполненными жидкостью, требует вычисление потенциалов 
Н.Е. Жуковского, что связано с большими затруднениями. Предлагается про­
стой метод определения приведенных моментов инерции твердых тел с жид­
ким наполнением, основанный на свойстве «невовлекаемости» определенной 
части идеальной жидкости во вращательное движение. 

Движение твердого тела с полостями, целиком заполненными жидкостью, было впервые под­
робно исследовано Н.Е. Жуковским, который показал, что прямолинейное движение такого тела 
ничем не отличается от прямолинейного движения абсолютно твердого тела, масса которого рав­
на сумме масс тела и жидкость. 

Вращательное движение твердого тела с полостями, целиком заполненными жидкостью, эк­
вивалентно вращательному движению абсолютно твердого тела с некоторым приведенным или 
эквивалентным моментом инерции [Л]. 

Для тел, частично заполненных жидкостью, следуя Н.Е. Жуковскому, определение моментов 

инерции связано с отысканием функции , которая удовлетворяет внутри полости уравнению 

Лапласа 

а на стенках полости и свободной поверхности - условиям 
(1) 

(2) 

где - радиус-вектор точки поверхности; - единичный вектор нормали к поверхности. 
Краевая задача (1) и (2) для потенциала скоростей частиц жидкости соответствует слу­

чаю, когда свободная поверхность прикрыта крышкой, скрепленной со стенками полости. Эта 
функция определяется только геометрией полости и не зависит от времени. Она может быть оп­
ределена для полостей заданной формы раз и навсегда. 

Рассмотрим движение цилиндрического бака в 
продольной плоскости (рис. 1) и определим момент 
инерции тела с жидкостью относительно оси 

Момент инерции системы относительно данной 
оси будет складываться из переносного момента инер­
ции 

(3) 

где т - масса жидкости; l/2 - расстояние до оси z, 

и собственного осевого момента инерции эквива­

лентного твердого тела относительно оси z 

(4) 

удовлетворяет граничным условиям: 

на левом днище на правом днище 

Здесь 

(5) 

где гармоническая функция , согласно формуле (2) 
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на боковой поверхности на свободной поверхности 

Отыскание функций представляет большие трудности. Н.Е. Жуковский решил эту зада­

чу для полностью заполненных полостей в форме прямоугольного параллелепипеда и круглого 

цилиндра. Для полостей сложной формы требуется применение численных методов. 

В частном случае шаровой полости вращение твердого тела вокруг центра полости не вызы­

вает движения идеальной жидкости Эквивалентное тело представляет собой в этом случае 

материальную точку, в которой сосредоточена вся масса жидкости. 

В случае кубической полости с длиной ребра, равной приведенный момент инерции жид­

кости для оси, проходящей через центр полости, оказывается равным 

Так как момент инерции куба равен то момент инерции эквивалентного тела со­

ставляет только 0,1565 момента инерции жидкости. 
Эту особенность поведения жидкого объема во вращающейся полости будем называть свой­

ством «невовлекаемости». На основании этого свойства можно получить простые формулы для 
вычисления приведенного момента инерции жидкости. Для примера рассмотрим полость в форме 

полушара радиуса (рис. 2). Момент инерции полушара относительно оси z 

где масса жидкости 

Невовлекаемая часть объема жидкости (на рис. 2 эта часть 

заштрихована) равна Следовательно, не­

вовлекаемая масса жидкости и масса экви­

валентного тела составит 

Таким образом, момент инерции эквивалентного тела 

(6) 
Н.Е. Жуковский, используя разложение функции по сфе­

рическим функциям, вычислил эту величину с точностью до 
0,0001 и нашел 

(7) 
Как видим, цена приближенного расчета составляет 13%. 
Пусть теперь требуется определить момент инерции цилиндрического бака с жидко­

стью (рис. 3) относительно оси z. Ограничимся определением присоединенного момента инерции 

замкнутого объема жидкости относительно оси z. Момент инерции будет складываться из 

переносного 

(8) 
и собственного осевого моментов инерции. 

В выражении (8) - характерный размер полости; - безразмерная площадь поперечно­

го сечения объема жидкости; - относительная длина полости. 

С учетом невовлекаемой части объема жидкости (на рис 3 эта часть заштрихована) собст­
венный осевой момент инерции приближенно равен 

(9) 

где - относительный общий уровень заполнения полости. 

Подставляя (8), (9) в соотношение находим следующую формулу для при­

ближенных вычислений 

(10) 

где 

( И ) 
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Применим формулу (11) для вычисления безразмерного присоединенного момента инерции 
жидкости в полости, имеющей форму кругового цилиндра. В этом случае 

Следовательно, для круговых цилиндрических отсеков с жидкостью 

(12) 

Эта формула пригодна для расчета безразмерного момента инерции жидкости в 

полостях с относительной длиной 
В частном случае, когда из (12) следует, что 

Приведем несколько иллюстративных примеров использования формулы (12). 

Для полости с параметрами применение вариационного метода с исполь­

зованием шести сферических функций дает значение По формуле (12) получаем 

В таблице приведены некоторые результаты расчетов момента инерции полу­

ченные по формуле (12) и вариационным методом (последние величины расположены в знамена­
теле). Как видим, точность приближенной зависимости (12) вполне приемлема для практических 
расчетов. 

Описанный подход можно легко распространить на объекты более сложной формы. 
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