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ОБ ОДНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
В.В. Карачик 

Основываясь на полученных ранее оценках для G -функций и 
О-нормированных систем функций относительно оператора Лапласа, най­
дено новое разложение аналитических функций в обобщенную формулу 
Альманси. 
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(7) 

(8) 

(9) 

(10) 

Продолжая указанный процесс, найдем 

В силу (10) данное равенство верно и при к = 1. Итак, функция найдена. Для оконча­
тельного доказательства леммы следует заметить, что оператор переводит гармонические 
функции в гармонические. 

Таким образом, в силу леммы 3, для произвольной полигармонической функции Р(х) имеет 

место равенство 

Отсюда нетрудно получить, что 

Далее, 
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и значит, используя предыдущее равенство, запишем 
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(12) 

(13) 

откуда 

(14) 

(15) 

где обозначено 

Подставляя вычисленное значение I(х) - последнего слагаемого в (14), будем иметь 

что совпадает с формулой (13) при i = j +1. Индукция доказана. 

Таким образом, основываясь на (13), мы имеем для общее выражение 

(16) 
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(17) 

(18) 

Замечание 3. Формула (18) несколько отличается от аналогичной формулы (2.9), получен­
ной ранее в [2]. 

Доказательство. Покажем сначала, что функции найденные из равенства (18) явля­

ются гармоническими (этого не требовалось при доказательстве теоремы 3, поскольку там мы 
исходили из леммы 3) и при подстановке в (17) обращают его в тождество. Применим оператор 
А к обеим частям равенства (18), считая законным дифференцирование под знаком суммирова­
ния. Если использовать равенство 

(19) 

После подстановки полученного значения I1(х) в (19) получим тождество f(x) = f (х) . 

Для окончательного доказательства теоремы необходимо обосновать правомерность проде­

ланных выше действий, т.е. доказать что: 



Математика 
1) ряды в (18) равномерно сходятся по х в некоторой звездной области D и их можно 

почленно дифференцировать в D, а значит их суммы гармонические в D функции (лемма 5 и 
следствие из нее); 

2) если функции определены в D и находятся из (18), то ряд (17) равномерно сходится 

в некоторой подобласти и его можно почленно дифференцировать в (лемма 6). 
Леммы 4-6, приведенные ниже, решают эти задачи. Поэтому, теорему 4, можно считать до­

казанной. 
Лемма 4. Пусть дифференциальный оператор с постоянными коэффи­

циентами и функция аналитическая в точке тогда существуют такие положитель­

ные числа С и , что для х таких, что имеет место оценка 

(22) 
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Что и требовалось доказать. 
Лемма 5. Пусть функция f(х) аналитическая в некоторой звездной области D, тогда ряд 
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(26) 

Аналогично проделанному, можно показать, что ряд, задающий , допускает почленное 

дифференцирование под знаком суммы, и полученный в результате этого ряд будет сходиться 
равномерно. Значит, функцию можно дифференцировать под знаком суммы. Лемма дока­

зана. 
Пример 1. Рассмотрим уравнение Гельмгольца 

в звездной области Поскольку его решение - аналитическая в функция, то к нему 
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