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Предлагается метод построения полиномиальных решений линейных 
дифференциальных уравнений в частных производных с постоянными ко-
эффициентами общего вида. 
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1. Введение 
Предлагаемая вашему вниманию статья является продолжением результатов автора, изло-

женных в работе [1] и посвящена построению полиномиальных решений линейных дифференци-
альных уравнений в частных производных с постоянными коэффициентами общего вида. Изуче-
нию полиномиальных решений конкретных уравнений в частных производных посвящено много 
работ. В основном это исследования полигармонических [2, 3], поливолновых [4], тепловых [5] и 
других полиномов [6]. В [7] исследуются базисные системы полиномиальных решений множест-
ва различных уравнений, однако при построении решений существенно используется структура 
дифференциального оператора уравнения. В [8] сделаны первые попытки общего подхода нахо-
ждения полиномиальных решений. В [9] построены полиномиальные решения неоднородного 
полигармонического уравнения и уравнения Гельмгольца. В настоящей работе не имеет значения 
ни структура оператора уравнения, ни тип дифференциального уравнения. Используя результа-
ты, полученные в работе автора [1] и понятие f -нормированной системы функций [10], приво-
дится метод построения полиномиальных решений дифференциального уравнения с постоянны-
ми коэффициентами общего вида (2). 
 
2. Полные системы полиномиальных решений 

Пусть матрица ( )L x  в системе дифференциальных уравнений с постоянными коэффициен-
тами 
 ( ) ( ) ( )L D u x f x=  (1) 

квадратная и невырожденная. Выберем в теореме 4 из [1] в качестве векторов ( ) ( )i xϑ  столбцы 

присоединенной (взаимной) к матрице ( )L x  матрицы ( )vL x . В этом случае ( ) ( ) det ( )ii R x L x∀ , =  и 
значит для того, чтобы, воспользовавшись теоремой 4 из [1], записать произвольное полиноми-

альное решение системы (1), мы должны найти полиномы ( ) ( )iP x , которые удовлетворяют урав-

нению ( )det ( ) ( ) ( )i
iL D P x f x= . Таким образом, решение системы (1) с квадратной, невырожден-

ной матрицей, сводится к отысканию полиномиальных решений линейных дифференциальных 
уравнений вида  

 ( ) ( ) ( )
k q

L D u a D u x f xα
α

α≤| |≤
≡ = ,∑  (2) 

где aα ∈R , f ∈P  – пространство полиномов и nx∈R . Следует отметить, что уравнение (2) яв-
ляется частным случаем системы (1) при 1s t= =  и, следовательно, к нему применимы все ре-
зультаты, полученные в [1]. Такой подход к построению полиномиальных решений системы 
уравнений (1) при s t=  является универсальным, но увеличивает порядок дифференциального 
уравнения из (1), делая его равным степени полинома det ( )L x . 

Исследуем способы построения полиномиальных решений уравнения (2). Для этой цели вве-
дем следующее необходимое понятие. 
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Пусть 1L , 2L  – линейные операторы, действующие на функции ( )f x , принадлежащие мно-

жеству X  такому, что kL X X⊂  ( 1 2k = , ) и определенные в некоторой области nΩ ⊂ R .  

Определение 1. Упорядоченную систему функций { }0( )k kf x k f X: ∈ , ∈N  назовем f -

нормированной относительно 1 2( )L L,  в области Ω  с основанием 0( )f x , если всюду в этой облас-
ти  

1 0 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ,k kL f x f x L f x L f x k x−= ; = , ∈ ∈Ω.N  

Основное свойство f -нормированной системы функций относительно 1 2( )L L,  в области Ω  

состоит в том, что ряд 
0

( ) ( )kk
u x f x

∞
==∑  формально удовлетворяет в Ω  уравнению 

1 2( ) ( ) ( )L u x L u x f x− = . 

Важным частным случаем введеного понятия является 2L I= , где I  – единичный оператор. 

Тогда f -нормированную относительно ( )L I,  систему функций { }0( )kf x k: ∈N  будем называть 

f -нормированной относительно L . В этом случае в Ω  имеют место следующие равенства [10]: 

 0 1( ) ( ) ( ) ( )k kLf x f x Lf x f x k x−= ; = , ∈ , ∈Ω.N  (∗) 

Более того, если ( ) ( )k kk WLf x LWf x∀ , =  в Ω , тогда нетрудно установить, что система функ-

ций { }0( )k
kW f x k: ∈N  будет f -нормированной относительно ( )L W,  в Ω .  

Пример 1.  Пусть ( )L D  линейный дифференциальный оператор первого порядка  

1

( ) ( )
n

k
kk

L D a x
x=

∂= ,
∂∑  

где ( )ka x  – аналитические в Ω  функции, { }0( )k x kϕ : ∈N  – некоторая f -нормированная относи-

тельно ( )L D  в Ω  система функций и  

0

( ) ( 1) ( ) ( )k k
f k

k

W D x L Dϕ
∞

=
= − .∑  

Тогда, существует такая область �Ω ⊂ Ω , что для любой аналитической в Ω  функции ( )F x  
справедливы равенства: 

1 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0L D W D F x F x L D W D F x= , =  

для �x∈Ω . Оператор ( )fW D  является обобщением известных рядов Ли. 

Это утверждение сразу следует из соответствующих результатов по обобщенным рядам Ли 

[11], если заметить, что при ( ) ( ) ( ) / !k k
k x x x kϕ ϕ ϕ,!= ≡ , где ( ) ( ) 1L D xϕ = , система функций 

{ }0( )k x kϕ : ∈N  будет 1-нормированной относительно ( )L D  в Ω . 

В дальнейшем будем предполагать, что X = P , nΩ = R , и операторы jL  ( 1 2j = , ) – диффе-

ренциальные операторы в частных произвольных с постоянными коэффициентами. Относитель-
но существования f -нормированных относительно ( )jL D  систем полиномов, в силу теоремы 1 

из [1], можем утверждать, что они всегда существуют. 

Пример 2.  Пусть ( )L D Dβ= , где 0
nβ ∈N . Уравнение (2) с таким оператором ( )L D  – про-

стейшее из всех возможных. В соответствии с равенствами  

, ,

0,

x
D x

β α
α β α

β
β
α

− ,!
,!  ≤= 

 �
 

система { },!
0:kx kβ α+ ∈ℕ , в которой β α�  является 0 -нормированной относительно оператора 

Dβ  системой полиномов, имеющей основание ,!xα : ,! ( 1). ,!k kD x xβ β α β α+ − +=  и ,! 0D xβ α = . Кроме 
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того, система полиномов { },!
0: ,nxα α β α∈ℕ �  составляет базис в ker ( )D ∩L P , поскольку если 

0D xβ α = , то β α� . 

Вернемся к уравнению (2). Для построения его полиномиальных решений воспользуемся ос-
новным свойством f -нормированных систем функций, которое в данном случае выглядит так: 

предположим, что оператор ( )L D  как то разбит на сумму операторов 1( )L D  и 2( )L D  и 

{ }0( )kf x k: ∈N  – f -нормированная относительно оператора 1( )L D  система полиномов, тогда 

формальное решение уравнения (2) может быть записано в форме  

 2
0

( ) ( 1) ( ) ( )k k
k

k

u x L D f x
∞

=
= − .∑  (3) 

Основная проблема, которую необходимо решить в дальнейшем, состоит в подборе операто-
ров 1( )L D  и 2( )L D  таким образом, чтобы ряд из (3) был не формальным решением уравнения 
(2), а его полиномиальным решением и по возможности наиболее общим.  

Необходимы некоторые приготовления. Рассмотрим 0 0{ 0 }n a kαα αΓ = ∈ : ≠ ,| |=N  – множест-

во индексов оператора ( )kL D  младших производных из (2). Обозначим 1j j jT −= Γ Γ∖  для 

1nj I −∈  и 1n nT −= Γ , где множество jΓ  определяется рекуррентно по формуле 1minj j
j

−Γ = Γ , а 

операция min
j

 задана над множествами 0
nB ⊂N  следующим образом: 

min { }j j
j

B B Bβ α β α= ∈ : ∀ ∈ , ≤ . Выберем последовательность натуральных чисел 1 os
k … k  
 
  

, ,  так, 

чтобы множества 
ikT  были не пусты и 0

1

o

i

s

k
i

T
=

Γ =∪ . Очевидно, что 
i jk ki j T T≠ ⇒ ∩ = ∅ . Из опре-

деления последовательности { }ik  видно, что 
os

k n= . Определим символ kMinL  как вектор β  – 

единственный элемент множества nT . Тогда, каждому множеству 
ikT  ( 0 oi s< < ) соответствует 

ikβ -я компонента вектора β  так, что 
1 1i ik k− −Γ = = Γ⋯  при условии, что 0 0k = . 

Пример 3.  Пусть 
5 5 5 6

2 2 2 2 2 6
1 2 3 4 1 2 3 1 3 4 4

( )L D
x x x x x x x x x x x

∂ ∂ ∂ ∂= + + + ,
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

тогда  

{ } { } { }0 1 2 3(1 2 11) (1 2 2 0) (2 0 2 1) (1 2 1 1) (1 2 2 0) (1 2 11)Γ = , , , ; , , , ; , , , , Γ = Γ = , , , ; , , , , Γ = , , , .  

Поэтому { }1 0 1 (2 0 2 1)T = Γ Γ = , , ,∖ , 2 1 2T = Γ Γ =∖ , { }3 2 3 (1 2 2 0)T = Γ Γ = , , ,∖ , 

{ }4 3 (1 2 11)T = Γ = , , , . Поэтому в нашем случае (1 2 11)β = , , , , 1 2 31 3 4k k k= , = , =  и 0 1 3 4T T TΓ = ∪ ∪ , 

а, следовательно, 3os = . 
Пусть p∈N . Рассмотрим уравнение 

( )1 2( ) ( ) ( ) 0( ) ( )
ppK D u x u xK D K D≡ = ,+  

в котором 1( )K x  и 2( )K x  однородные полиномы степени k  и кроме этого полином 1( )K x  по от-

ношению к lx  имеет минимальную степень большую чем lβ , а полином 2( )K x  – однороден по 

lx  степени lβ . Определим множества полиномов s
m r,Λ  следующим рекуррентным соотношени-

ем: 

1 1ker ( ) 1 ker ( ) ,s r s s
m r s m r m sK D r K D 

 , , − , 
Λ = ∩ Λ , > ; Λ = ∩P ∖ P  

в котором ( 1)s m k p= + − , а sP  – множество однородных полиномов степени s . 

Лемма 1.  Всякий полином ( ) s
p m pxϑ ,∈ Λ  может быть записан в форме 
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( )

1 1
0

1
( ) ( 1) ( ) ( )

1

m
i i

p i p
i

i p
x K D u x

p

δ
ϑ + −

=

+ − 
= − , − 
∑  (4) 

где ( ) ( 1) lm m pδ β= + − , а 0{ ( ) }iu x i: ∈N  – некоторая 0 -нормированная система полиномов отно-

сительно оператора 2( )K D , удовлетворяющая условию ( )i m iku x +∈P . 
Доказательство. Во-первых, необходимо отметить, что по теореме 1 из [1] для любого осно-

вания 0 2( ) ker ( ) mu x K D∈ ∩P  существует 0-нормированная относительно 2( )K D  система поли-

номов такая, что ( )i m iku x +∈P . Определим полином ( ) ( )p
nS x  следующим равенством: 

( ) 1
1 1

1
( ) ( ) ( )

1
p n

n n p

n p
S x K D u x

p
+

+ −
+ − 

= . − 
 

Пусть полиномы ( )r xϑ , 1 r p≤ ≤  определяются из равенства 

 
( )

1 1
0

1
( ) ( 1) ( ) ( )

1

m
i i

r i r
i

i r
x K D u x

r

δ
ϑ + −

=

+ − 
= − . − 
∑  (5) 

Ясно, что ( )p xϑ , найденный по этой формуле, совпадает с (4). Тогда для 1r >  можно запи-

сать 
( )

1 2 1 1
0

( ) ( )
1

1 1 1 2
0 0

( ) 1
1

1 2
1

1
( ) ( ) ( ( ) ( )) ( 1) ( ) ( )

1

1 1
( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )

1 1

2
( 1) ( ) (

1

m
i i

r i r
i

m m
i i i i

i r i r
i i

m
i i

i r
i

i r
K D x K D K D K D u x

r

i r i r
K D u x K D u x

r r

i r
K D u

r

δ

δ δ

δ

ϑ + −
=

+
+ − + −

= =
+

−
+ −

=

+ − 
= + − = − 

+ − + −   
= − + − =   − −   

+ − 
= −  − 

∑

∑ ∑

∑
( )

1 2
0

( )
( ) ( )

1 2( )
0

( )
( ) ( ) ( )

1 2( )
0

1
) ( 1) ( ) ( )

1

1 2
( 1) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( )

1 1

2
( 1) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1)

2

m
i i

i r
i

m
m r i i

i rm
i

m
m r i i m

i rm
i

i r
x K D u x

r

i r i r
S x K D u x

r r

i r
S x K D u x S

r

δ

δ
δ

δ

δ
δ δ

δ

+ −
=

+ −
=

+ −
=

+ − 
+ − = − 

+ − + −   
= − + − − =   − −   

+ − 
= − + − = − − 

∑

∑

∑ ( )
1( ) ( ) ( )r

rm x xδ ϑ −+ .

 

Аналогично, при 1r =  можно найти 

 

( ) ( )
1

1 1 2 1 1
0 0

( ) ( ) ( ) 1
1 1

1 1 1 1
1 0 0

( ) (1)
( )

( ) ( ) ( ( ) ( )) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )

( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )

( 1) ( )

m m
i i i i

i i
i i

m m m
i i i i i i

i i i
i i i

m
m

K D x K D K D K D u x K D u x

K D u x K D u x K D u x

S x

δ δ

δ δ δ

δ
δ

ϑ +

= =
−

+ +
−

= = =

= + − = − +

+ − = − − − =

= − .

∑ ∑

∑ ∑ ∑  (6) 

Далее следует заметить, что для r p≤  верны рассуждения 

 
( ) 1

1 1

1 1 ( )
1 1 1 12

( ) 0 ( ) ( ) 0

0 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0

p n
n n p

p r n n r
n p n r n

S x K D u x

K D K D u x K D u x S x

+
+ −

− + +
+ − + −

= ⇒ = ⇒

⇒ = = ⇒ = .
 

Поэтому для выполнения условий 

1 1( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( ) 0,r rK D x x r p K D xϑ ϑ ϑ−= , ≤ ≤ ; =  

необходимо, чтобы ( )
( ) ( ) 0p
mS xδ = . Поскольку степень полинома 1( )n pu x+ −  по переменной lx  равна 

( 1) lm n p β+ + − , а оператор 1
1 ( )nK D+  снижает степень полинома по переменной lx  не меньше 

чем на 1lβ + , то степень полинома 1 1( ) ( )n
n pK D u x+ −  по переменной lx  не больше, чем 

( 1) ( 1) ( 1)l l lm n p n m p nβ β β+ + − − + = + − − . Если n  выбрано так, что ( 1) lm p nβ+ − ≤ , то 
( ) ( ) 0p
nS x = . Поскольку ( ) ( 1) lm m pδ β= + − , то ( )

( ) ( ) 0p
mS xδ = . Кроме этого, общая степень полино-
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ма ( )p xϑ  равна ( 1)m k p+ − . Далее, так как ( ) ( ) ( ) 0i
p p iK D x xϑ ϑ −= ≠  для 0 1 1i … p= , , , −  (первый 

член в сумме (5), через которую представляется полином ( )p i xϑ − ) обладает наибольшей по lx  

степенью и равен 1 0p iu − − ≠ ) и ( ) ( ) 0p
pK D xϑ = , то справедливо включение ( ) s

p m pxϑ ,∈ Λ .  

Убедимся, что линейная независимость полиномов (1)
0 ( )u x  и (2)

0 ( )u x  (это основания соответ-

ствующих 0 -нормированных систем) приводит к линейной независимости полиномов (1)
1( )pu x−  и 

(2)
1( )pu x− . Действительно, если полиномы (1)

1( )pu x−  и (2)
1( )pu x−  линейно зависимы, то α β∃ , ∈R , 

(1) (2) 1 (1) (2) (1) (2)
1 1 2 1 1 0 0( ) ( ) 0 ( )( ( ) ( )) 0 ( ) ( ) 0p

p p p pu x u x K D u x u x u x u xα β α β α β−
− − − −+ = ⇒ + = ⇒ + = , т.е. полиномы 

(1)
0 ( )u x  и (2)

0 ( )u x  линейно зависимы. Противоречие. Значит, (1)
1( )pu x−  и (2)

1( )pu x−  линейно независи-

мы. Из этого, в свою очередь, следует линейная независимость полиномов (1)( )p xϑ  и (2)( )p xϑ , по-

скольку в сумме (4) только первые слагаемые (1)
1( )pu x−  и (2)

1( )pu x−  имеют старшую степень по пе-

ременной lx , и они линейно независимы. Следовательно,  

 ( )2dim dim ker ( )s
m p mK D,Λ ≥ ∩ .P  (7) 

Если обозначить  

 ( )1
2 2dim ker ( ) ker ( ) sl K D K Dλ λ

λ
 −
 
 

= ,∩∖ P  

где ( 1)s m k p= + − , тогда, используя предложение 1 из [1], нетрудно получить  

 
( 1) 1 1

1 1

s k n s k n
l

n nλ
λ λ− − + − − + −   

= − .   − −   
 

Ясно, что s
p m pl ,≡ Λ . Так как подстановка pλ =  в предыдущее равенство дает  

2

( 1) 1 1 1 1
dim(ker ( ) )

1 1 1 1p m

s k p n s kp n m n m k n
l K D

n n n n

− − + − − + − + − − + −       
= − = − = ∩ ,       − − − −       

P  

то неравенство (7) превращается в строгое равенство. Поэтому, если выбрать в (4) вместо 0( )u x  

базисные полиномы из 2ker ( ) mK D ∩P , то полиномы ( )p xϑ  будут базисом в s
m p,Λ . Чтобы завер-

шить доказательство остается заметить, что почленная линейная комбинация двух 0-
нормированных относительно одного и того же оператора систем полиномов будет также 0-

нормированной системой полиномов относительно этого же оператора. Лемма доказана.  □ 

Предложение 1.  Пусть операторы 1( )K D , 2( )K D  и ( )K D  такие, как описаны в лемме 1. То-
гда для любой 0-нормированной относительно оператора ( )K D  системы полиномов 

{ }0( )i x iϑ : ∈N , удовлетворяющей условию ( )i m ikxϑ +∈P , и натурального числа n  существует 0-

нормированная относительно оператора 2( )K D  система полиномов { }0( )iu x i: ∈N  такая, что  

 1
0

( ) ( 1) ( ) ( )
lm s

i i
s i s

i

i s
x K D u x

s

β
ϑ

+

+
=

+ 
= −  

 
∑  (8) 

для 0 1s … n= , , , . 

Доказательство. Поскольку ( )n m knxϑ +∈P  и ( )n xϑ  – элемент множества { }0( )i x iϑ : ∈N , то по 

лемме 1 найдется 0 -нормированная относительно оператора 2( )K D  система полиномов 

{ }0( )iu x i: ∈N  такая, что выполнено равенство (8) при s n= . Принимая во внимание, что по лем-

ме 1 верны равенства 1( ) ( ) ( )s sK D x xϑ ϑ −=  для 1s >  и 0( ) ( ) 0K D xϑ =  завершаем доказательство.  

□ 

Предложение 2.  Пусть 1 2( ) ( ) ( )K D K D K D= + . Если оператор 1( )K D  не однороден и наи-
меньшая степень производных, входящих в него, больше σ  – порядка однородного оператора 
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2( )K D , то всякое полиномиальное степени m  решение уравнения ( ) ( ) 0K D v x =  может быть за-
писано в виде  

 1
0

( ) ( 1) ( ) ( )
m

i i
i

i

v x K D u x
=

= − ,∑  (9) 

где { }0( )iu x i: ∈N  – некоторая 0 -нормированная относительно оператора 2( )K D  система поли-

номов такая, что ( )i m iu x σ+∈P . 
Доказательство. Заметим, что формула (9) совпадает с формулой (3), записанной для урав-

нения ( ) ( ) 0K D v x =  ( 1 2 2 1L K L K= , = ), если 1( ) ( ) 0l
lK D u x =  при l m> . Последнее же очевидно 

выполняется и значит (9) задает решение уравнения ( ) ( ) 0K D v x = . Согласно предложению 1 из 

[1] имеем равенство ( ) ( )2dim ker ( ) U dim ker ( ) Um mK D K D∩ = ∩ , где Um  – пространство полино-

мов степени m  [1]. Поскольку линейная независимость полиномов (1)
0 ( )u x  и (2)

0 ( )u x  (основания 

соответствующих 0-нормированных систем) ведет к линейной независимости по старшему чле-

ну полиномов (1)( )v x  и (2)( )v x  из (3), то базис в 2ker ( ) UmK D ∩  порождает по формуле (9) базис 

в ker ( ) UmK D ∩ . Разложим по этому базису ( )v x  – произвольное полиномиальное степени m  

решение уравнения ( ) ( ) 0K D v x = . Имеем ( )( ) ( )j
jj

v x v xα=∑ . Тогда, если обозначить 

( )( ) ( )j
i j ij

u x u xα=∑ , то будем иметь  

( ) ( ) ( )
1 1

0 0

1
0

( ) ( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( ) ( )

( 1) ( ) ( )

m m
j i i j i i j

j j i j i
j j i i j

m
i i

i
i

v x v x K D u x K D u x

K D u x

α α α
= =

=

= = − = − =

= − ,

∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑
 

причем ( )
2 0 2 0( ) ( ) ( ) ( ) 0j

jj
K D u x K D u xα= =∑  и  

( ) ( )
2 2 11( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )j j

i j i j ii
j j

K D u x K D u x u x u xα α −−= = =∑ ∑ . 

Искомая 0-нормированная система { }0( )iu x i: ∈N  полиномов относительно оператора 

2( )K D  построена. Доказательство завершено.  □ 

Рассмотрим дифференциальные операторы ( )sI D  и ( )iJ D , определяемые равенствами  

( ) ( ) ( )
o

ki

s

s i i
i s T

I D J D J D a Dα
α

α= ∈
= , = .∑ ∑  

Пусть { }( )
0( )j

i x iϑ : ∈N  при 1 mj … N= , ,  набор 0-нормированных относительно оператора 

( )sI D  систем полиномов, удовлетворяющих условию ( ) ( )j
i m ikxϑ +∈P  с основаниями ( )

0 ( )j xϑ , об-

разующими при 1 mj … N= , ,  базис среди полиномиальных степени m  решений уравнения 

( ) ( ) 0sI D v x = . Очевидно, что по теореме 1 из [1] такие системы всегда существуют.  

Введем полиномы ( )ju x , определяемые из равенства  

 ( )
( )

( )

0

( ) ( 1) ( )( ) ( )
m

ii j
j is

i

u x xL D I D
α

ϑ
=

= − ,−∑  (10) 

где 1 1( ) ( ) ( )sm m m mα δ δ −= + + +⋯  и ( )j iδ  определяются рекуррентно: 

1 1( ) ( ( ) ( ))
jj k ji m i i iδ β δ δ −= + + + +⋯  для 1j > , а 

11( ) ki m iδ β= + . Ясно, что 1( ) ( ) mm m mα α | == , по-

скольку 
1 11 1 1( ) (1 ) ( )k k mm m m m m mδ β β δ | == + = + =  и по индукции 

1 1 1( ) ( ( ) ( )) ( )
jj k j j mm m m m m m mδ β δ δ δ− | == + + + + =⋯ .  
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Теорема 1.  Максимальная система линейно независимых по старшему члену полиномиаль-
ных степени m  решений однородного уравнения (2) ( ( ) 0f x = ) может быть определена в виде 

{ }( ) 1j mu x j … N: = , , , где ( )ju x  находятся из (10).  

Доказательство. Пусть 0( ) ( ) ( )kJ D L D L D= − . Разложим оператор ( )L D  в следующую сум-
му операторов: 

1

0

( ) ( ) ( )
s

i s
i

L D J D I D
−

=
= + .∑  

Обозначим  

1 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )l l s sK D J D K D J D J D I D+ −= , = + + + ,⋯  

где 1s l> ≥  и 1s > . Заметим, что полиномы 1( )K x  и 2( )K x  удовлетворяют всем требованиям 
леммы 1 и поэтому мы вправе использовать предложение 1. Воспользовавшись равенством (8) 

1s−  раз при 1 1l … s= , , −  устанавливаем, что для произвольной 0 -нормированной относительно 

оператора 1 1( ) ( ) ( )s sJ D J D I D−+ + +⋯  системы полиномов { }0( )iw x i: ∈N , удовлетворяющих ус-

ловию ( )i m ikw x +∈P  и натурального n  найдется 0 -нормированная относительно оператора ( )sI D  

система полиномов { }0( )i x iϑ : ∈N  такая, что  

111
1

1 1

11
1 1

11

( ) ( 1) ( ) ( ) ( )ss
s

s

s iii
i is

si …i

ii
w x J D J D x

ii
ϑ−−

−
−

   −| |   
| |−     −   , ,

| || |
= − ,∑ ⋯ ⋯  

где 0i … n= , , , 1j ji i i i| | = + + +⋯ , причем 0i i| | = , а суммирование ведется по всем 1 1si … i −, ,  из 0N , 

удовлетворяющим неравенствам 1 jj j ki m i β−≤ + | | , 1sj I −∈ . Отсюда нетрудно получить, что  

11

1

( )
11

1 1
110

( ) ( 1) ( ) ( ) ( )
i

s

s

m
s iik

i i ks
sk i k

ii
w x J D J D x

ii

γ
ϑ−

−

   −  
+−     −   = | | =

| || |
= − ,∑ ∑ ⋯ ⋯  

где 1 1( ) ( ) ( )i sm m mγ δ δ −= + +⋯  и, следовательно, поскольку  

 

1 11 1

1 1 1

11

1 1

11 1 11
1 1 1 1

11 1 1 2 1

1 1
1 1

1 1

( )( )
( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )
( ) (

s s

s s

s

s

s i ii is
s s

s s si k i i k

iis
s

si i k

ii i i ii i
J D J D J D J D

ii i i i i i i

i i i
J D J D

i i i

− −

− −

−

−

   − −  
− −     − − −   | | = + + =

−
−

−+ + =

| || | + + + !+ != =
! ! + + + ! !

+ + + !=
! ! !

∑ ∑

∑

⋯

⋯

⋯
⋯ ⋯ ⋯ ⋯

⋯

⋯
⋯

⋯

( )

11

1 1

1 1
1 1

1 1

( )
) ( ) ( )

,( ) ( )

s

s

ii
s

si i k

k
s

i k k
J D J D

i k i i

i k
J D J D

i

−

−

−
−+ + =

−

+ ! != =
! ! ! !

+ 
= + + 
 

∑
⋯

⋯
⋯

⋯

 

будем иметь 

 ( )
( )

1 1
0

( ) ( 1) ( )( ) ( )
i m

kk
i i ks

k

i k
w x xJ D J D

k

γ
ϑ +−

=

+ 
= − .+ + 

 
∑ ⋯  (11) 

Если ( ) ( )kL D L D= , то вычисляя 

( )
0( )

0 1 1
0

( ) ( ) ( 1) ( )( ) ( )
m

kk
ks

k

u x w x xJ D J D
γ

ϑ−
=

= = − + +∑ ⋯ , 

можно перейти к доказательству после формулы (13). Если же оператор ( )L D  имеет степень 
больше k , то воспользуемся предложением 2, а именно формулой (9), при  

1 0 2 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )s sK D J D K D J D J D I D−= , = + + + .⋯  
По этой формуле для любого ( )u x  – полиномиального решения однородного уравнения (2) 

найдется соответствующая 0-нормированная относительно оператора 0( ) ( )L D J D−  система по-

линомов { }0( )iw x i: ∈N , которая в свою очередь может быть задана системой { }0( )i x iϑ : ∈N , та-

кая, что  
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 0
0

( ) ( 1) ( ) ( )
m

j j
j

j

u x J D w x
=

= − .∑  (12) 

Подставляя сюда ( )jw x  из (11) и учитывая при этом, что ( ) ( )i mm mγ γ≤  для i m≤  (увеличи-

вая верхний предел в сумме из (11) мы добавляем в сумму лишь нулевые члены) и 
( ) ( )mm m mα γ= + , получим 

( )

( )

( )

1 10
0 0

( )

1 10
0

( ) ( 1) ( ) ( 1) ( )( ) ( )

( 1) ( ) ( )( ) ( )

m mm
kj j k

j ks
j k

m
ki j

is
i j k i

j k
u x J D xJ D J D

k

j k
J D xJ D J D

k

γ

α

ϑ

ϑ

+−
= =

−
= + =

+ 
= − − =+ + 

 

+ 
= − .+ + 

 

∑ ∑

∑ ∑

⋯

⋯

 

Отсюда сразу находим 

 ( )
( )

0 1 1
0

( ) ( 1) ( )( ) ( ) ( )
m

ii
is

i

u x xJ D J D J D
α

ϑ−
=

= − .+ + +∑ ⋯  (13) 

В силу леммы 1 линейная независимость полиномов (1)
0 ( )xϑ  и (2)

0 ( )xϑ  – оснований соответ-

ствующих 0 -нормированных систем влечет за собой линейную независимость полиномов 
(1)
0 ( )w x  и (2)

0 ( )w x  из формулы (11), а из этого следует линейная независимость полиномов (1)( )u x  

и (2)( )u x , находимых по формуле (12), поскольку в сумме (12) первые слагаемые (1)
0 ( )w x  и 

(2)
0 ( )w x  имеют наибольшую степень, а они линейно независимы. Поэтому, учитывая что в соот-

ветствии с предложением 1 из [1] ( )mN n k,  – максимальное число линейно независимых по 

старшему члену полиномиальных степени m  решений однородного уравнения (2) равно числу 
базисных полиномиальных степени m  решений уравнения ( ) ( ) 0sI D v x = , т.е. ( )m mN n k N, = , то 

система полиномов { }( ) 1j mu x j … N: = , ,  является максимальной системой линейно независимых 

по старшему члену полиномиальных степени m  решений однородного уравнения (2). Доказа-

тельство теоремы завершено.  □ 

Замечание 1.  Значение ( )mα , вычисленное для некоторых конкретных примеров оказыва-
ется довольно завышенным, поскольку в теореме оно служит лишь для доказательства того, что 

( )ju x  – полином. 

Пример 4.  Пусть 2( ) ( )L D L D= = ∆ . Используя теорему 1, найдем связь между гармониче-
скими полиномами от n  переменных и гармоническими полиномами от 1n −  переменной. В со-
ответствии с определением вектора 2MinLβ =  найдем (0 0 2)…β = , , , , ik i=  и поэтому 0

ikβ = , 

1( )m mδ = . Выберем 2s =  и поэтому � 2 2
2 1( )I D x= ∆ ≡ ∆ − ∂ /∂ , ( ) 2m mα = . Чтобы использовать тео-

рему 1 мы должны найти такие 0-нормированные относительно �∆  системы полиномов, чтобы 

их основания образовывали базис в �ker m∆ ∩P .  
По формуле (11) из [1] находим максимальное число линейно независимых однородных сте-

пени m  гармонических полиномов от n  переменных 1 2 1

1 1
( 2) m n m n

m n n
N n

   + − − + −
   
   − −   

, = −  ( 1s t= = , 

1 {0}mV = ). Проверим, что системы полиномов { }1 0( )s m s
i jh x x i− ,!
, : ∈ɶ N , где 1 ( 1 2)sj … N n= , , − , , 

0s … m= , , , 2( )nx x … x= , ,ɶ  и  
2

( ) ( )
(2 2) ( 1 2 2)

i
s j
i j s

i i

x
h x H x

n s, = ,
, − + ,

ɶ
ɶ ɶ  

( ) ( )( )ka b a a b a kb b, = + + −  – обобщенный символ Похгаммера (при соглашении 0( ) 1a b, = ), а 

система полиномов { ( ) 1 ( 1 2) 0 }j
s sH x j … N n s … m: = , , − , , = , ,ɶ  образует базис в однородных гармо-
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нических полиномах степени s  от 1n −  переменной являются 0-нормированными относительно 
�∆ . Действительно, поскольку 

2
( ) ( 2 2) ( )

m m
s sx H x m m s n x H x

−∆ = + + − , где ( )sH x  – однород-

ный гармонический полином степени s , то вычисления показывают что  

 � �

2 2
2 2

1
1 1

2 (2 2 3)
( ) ( ) ( ) ( )

(2 2) ( 1 2 2) (2 2) ( 1 2 2)

i
is j j s

i j s s i j
i i i i

xi i s n
h x x H x H x h x

n s n s

−
−

, − ,
− −

+ + −∆ = = = ∆ .
, − + , , − + ,

ɶ
ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ  

Кроме этого, � 0 ( ) 0s
jh x,∆ =ɶ . Значит, системы полиномов { }1 0( )s m s

i jh x x i− ,!
, : ∈ɶ N  являются 0-

нормированными относительно оператора �∆ . Рассмотрим основания этих систем 

0 1 1( ) ( )s m s m s j
j sh x x x H x− ,! − ,!

, =ɶ ɶ  при 1 ( 1 2)sj … N n= , , − ,  и 0s … m= , , . Поскольку  

� � � �
1 1

0 0

1 1 1
0 0

0 ( ) ( ) ( ) ( ) 0 ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

m m
m s m s j

s s s s s j s
s s j

m m
m s m s j m s j

s s j s s j s
s s j s j

P x x P x x P x P x P x c H x

P x x P x x c H x m s c x H x

− −
,

= =

− − − ,!
, ,

= = ,

= ∆ ≡ ∆ = ∆ ⇒ ∆ = ⇒ = ⇒

⇒ = = = − ! ,

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

ɶ ɶ ɶ ɶ ɶ

ɶ ɶ ɶ

 

то основания систем 0 1( )s m s
jh x x − ,!

, ɶ  образуют базис в �ker m∆ ∩P . Поэтому по теореме 1 произволь-

ный однородный гармонический полином от n  переменных степени m  может быть представлен 
как линейная комбинация полиномов вида (10)  

 

�
1

2( ) [( ) 2]
2 1

0 0

2 2[( ) 2]
1

0

( ) ( 1) ( ) ( ) ( 1) ( )
(2 2) ( 1 2 2)

( 1) ( ) ( ) ( )
(2 2) ( 1 2 2)

i m sm m s
i i i i

i x s
i ii i

i m s im s
i s

s m s s
i ii

x x
u x x D H x

n s

x x
H x G x H x

n s

α
ϑ

− ,!− /

= =

− − ,!− /

−
=

= − ∆ − ∆ = − =
, − + ,

= − = ,
, − + ,

∑ ∑

∑

ɶ
ɶ

ɶ
ɶ ɶ

 

где обозначено  

 
2 2[ 2]

1

0

( ) ( 1)
(2 2) ( 1 2 2)

i k ik
s i
k

i ii

x x
G x

n s

− ,!/

=
= − ,

, − + ,∑
ɶ

 (14) 

а ( )sH xɶ  – произвольный гармонический полином от 1n−  переменной.  

Итак, для того чтобы из однородного гармонического полинома от 1n−  переменной ( )sH xɶ  

получить однородный гармонический полином от n  переменных ( )mH x  необходимо его умно-

жить на полином ( )s
m sG x−  из (14). Если взять базисные гармонические полиномы 

{ ( ) 0 }j
sH x s m: ≤ ≤ɶ  степени m  от 1n−  переменной, то система полиномов 

{ ( ) ( ) 0 }s j
m s sG x H x s m− : ≤ ≤ɶ  будет базисом в однородных степени m  гармонических полиномах от 

n  переменных. Это соответствует замечанию 1 из [1].  
Рассмотрим неоднородное уравнение (2), в котором ( )f x  – однородный полином степени l .  

Теорема 2.  Любое полиномиальное степени l k+  решение уравнения (2) может быть пред-
ставлено в виде  

 ( )
( )

0

( ) ( 1) ( )( ) ( )
k l

ii
is

i

u x xL D I D
α

ϑ
+

=
= − ,−∑  (15) 

где система полиномов { }0( )i x iϑ : ∈N  – некоторая f -нормированная система полиномов относи-

тельно оператора ( )sI D , удовлетворяющая условию ( 1)( )i l k ixϑ + +∈P .  

Доказательство. Заметим, что если иметь в виду формулу (13) из теоремы 1 при m k l= + , 
то достаточно доказать представление хотя бы одного частного решения уравнения (2) в виде 
(15). Действительно, если { }0( )iw x i: ∈N  – некоторая 0-нормированная система полиномов, за-

дающая по теореме 1 произвольный полином 0( ) ker ( ) l ku x L D +∈ ∩P  по формуле (13), то система 
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{ }0( ) ( )i iw x x iϑ+ : ∈N  такая, что ( 1)( ) ( )i i l k iw x xϑ + ++ ∈P  будет f -нормированной системой поли-

номов относительно оператора ( )sI D , т.е. 

1 1 0 0 0( )( ( ) ( )) ( ) ( ) ( )( ( ) ( )) ( ) ( )s i i i i s sI D w x x w x x I D w x x I D x fϑ ϑ ϑ ϑ− −+ = + ; + = =  
и, значит, будет верно представление вида (15)  

( )

( ) ( )

( )

0
0

( ) ( )

0 0

( ) ( ) ( 1) ( )( ) ( )

( 1) ( ) ( 1) ( ( ) ( ))( ) ( ) ( ) ( )

k l
ii

is
i

k l k l
i ii i

i i is s
i i

u x u x w xL D I D

x w x xL D I D L D I D

α

α α
ϑ ϑ

+

=
+ +

= =

+ = − +−

+ − = − + .− −

∑

∑ ∑
 

Пусть { }0( )i x iϑ : ∈N  – система полиномов f -нормированная относительно оператора ( )sI D , 

удовлетворяющая условию ( 1)( )i l k ixϑ + +∈P . Очевидно, что такая система существует. Тогда для 

полинома ( )u x , определяемого по формуле (15), аналогично (6) будем иметь 

( )

( ) ( )

( )

( )

0

( ) ( )
1

1
0 1

( ) ( ) 1
1 1

0 0

( ) ( ) ( ( ) ( ) ( )) ( 1) ( )( ) ( )

( 1) ( ) ( 1) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( 1) ( ) ( 1)( ) ( ) ( )

k l
ii

s s is
i

k l k l
i ii i

i is s
i i

k l k l
i ii i

is s
i i

L D u x L D I D I D xL D I D

x x f xL D I D L D I D

f x xL D I D L D I

α

α α

α α

ϑ

ϑ ϑ

ϑ

+

=
+ +

+
−

= =
+ + −

+ +

= =

= − + − =−

= − + − + =− −

= + − − −− −

∑

∑ ∑

∑ ∑ ( )

( ) ( ) 1( )
( )

( )( )

( ) ( 1) ( )( ) ( )

i

k lk l
k ls

xD

f x xL D I D
αα

α

ϑ

ϑ+ ++
+

=

= + − .−

 

Поэтому, если выполнено равенство  

 ( ) ( ) 1
( ) ( ) 0( ) ( )

k l
k ls xL D I D

α
αϑ+ +

+ = ,−  (16) 

то формула (15) будет задавать полиномиальное решение уравнения (2). Равенство же (16) легко 
следует из определения величины ( )mα , так как для того, чтобы было выполнено равенство 

 ( ) ( ) 1
( ) ( ) 0( ) ( )

m
ms xL D I D

α
αϑ+ =− , 

не имеет значения является ли система { }0( )i x iϑ : ∈N  0 -нормированной или нет, а важно лишь 

включение ( )i m ikxϑ +∈P  (см. лемму 1 и теорему 1). Доказательство завершено.  □ 

Приведем более простой способ построения решения неоднородного уравнения (2) с поли-
номиальной правой частью ( )f x , вытекающий из теоремы 2. Пусть полином ( )f x  представляет-

ся в форме ( )f x f xα
αα

,!=∑ , а полиномы ( )xσϑ  при 0
nσ ∈N  имеют вид 

�

( )

0

( ) ( 1) ( )i i i

i

x D xL
α σ

β σ
σϑ

| |
+ ,!

=
= − ,∑  

где 0
(1) ( 1)

min min n
n

S
π π

β π
  
 
 −  

∈Λ ≡ Γ : ∈⋯ , { }0 0 0n a kαα αΓ = ∈ : ≠ ,| |=N , aα  – коэффициенты оператора 

( )L D , nS  – симметрическая группа, а оператор �( )L D  определяется равенством 

 � ( )( )L D a a Dα
α β

α β≠
= / .∑  

Базисность системы полиномов 0{ ( ) }nxσϑ β σ σ: , ∈N�  устанавливает следующее утвержде-

ние.  
Предложение 3.  Пусть ( )u x  – некоторое полиномиальное решение уравнения (2), тогда 

найдутся такие числа Cσ , что имеет место равенство 

 ( )( ) ( ) ( )u x f a x C xα β α β σ σ
α β σ

ϑ ϑ+= / + .∑ ∑
�

 (17) 
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Доказательство. Пусть β ∈Λ . Разделим обе части уравнения (2) на коэффициент aβ , по-

скольку 0aβ ≠ . Очевидно, что перенумерацией переменных можно добиться того, чтобы 

kMinLβ = . Согласно определения os  имеем ( )
os

J D Dβ= . Воспользуемся примером 2. По нему 

система полиномов { }0
kx kβ α β α+ ,! : ∈ ,N �  является 0 -нормированной относительно оператора 

Dβ , т.е. ( 1)k kD x xβ β α β α+ ,! − + ,!=  и 0D xβ α ,! = , и имеющей основание xα ,! . Эти основания состав-
ляют базис в ker ( )L D ∩P . Поэтому на основании теоремы 1 система полиномов 

{ ( ) }x mσϑ σ β σ:| |= , � , находимых по формуле, являющейся частным случаем формулы (10), об-

разует максимальную систему линейно независимых по старшему члену полиномиальных степе-
ни m  решений однородного ( ( ) 0f x = ) уравнения (2). Далее, так как система полиномов 

{ }( 1)
0

kx kβ α+ + ,! : ∈N  является xα ,! -нормированной относительно оператора Dβ , то по теореме 2 

полином ( )xα βϑ +  является решением уравнения  

( ) ( )
k q

a a D u x xα α
α β

α

,!

≤| |≤
/ =∑ , 

а, значит, уравнения (2) при ( )f x a xα
β

,!= . Поэтому полином следующего вида 

( ) ( )f a xα β α βα ϑ +/∑  является частным решением уравнения (2) для заданного ( )f x . Доказатель-

ство завершено.  □ 

Пример 5. Множество Λ  для двух основных операторов математической физики 2
tD − ∆  и 

∆  совпадает с множеством индексов { }0( ) 0nL aααΓ ≡ ∈ : ≠N  их ненулевых коэффициентов. Если 

2( ) tL D D= − ∆ , тогда можно положить (2 0 0)…β = , , ,  и поэтому �( )L D = −∆ . В этом случае реше-
ние (17) при ( ) 0f x =  может быть преобразовано к известной форме [12]  

2 2 1

0 0

( ) ( ) ( )k k k k

k k

u x t P x t Q x
∞ ∞

,! + ,!

= =
= ∆ + ∆ ,∑ ∑  

где ( )P x  и ( )Q x  – некоторые полиномы от nx∈R . 
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POLYNOMIAL SOLUTIONS TO PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATI ONS 
WITH CONSTANT COEFFICIENTS II 
 
V.V. Karachik 1 
 

A construction method of polynomial solutions to systems of linear partial differential equations 
with constant coefficients of general form is offered in the article. 

Keywords: polynomial solutions, linear partial differential equations. 
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