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Дано новое точное аналитическое решение стационарных уравнений 
гидродинамики вязкой жидкости с учетом нелинейной внешней силы со-
противления течению. Основные элементы исследования: процессы релак-
сации в сдвиговом потоке; завихренность при малых и больших градиентах 
скорости; диффузионная скорость движения вихря. 

Ключевые слова: сила трения, течение Куэтта, диффузия вихря, индика-
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Введение 
Плоское двумерное стационарное течение сплошной среды определяется уравнениями [1]: 
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Реологическое уравнение состояния вязкоупругой жидкости Максвелла [2] возьмем в сле-
дующей форме записи: 
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Здесь 1x x= , 2x y=  – декартовы прямоугольные координаты; v ( )1 2,v v  – вектор скорости; ρ  – 

плотность; p  – давление; F 1 2( , )F F  – вектор массовой силы; ijτ  – компоненты девиатора тензора 

напряжений; ije  компоненты тензора скоростей деформации; µ – коэффициент динамической 

вязкости; γ  – время релаксации вязких напряжений. Дважды повторяющийся индекс k  означает 

суммирование. Дифференциальный оператор в (2) при 1m=  есть конвективная производная Яу-
манна, при 0m=  – обычная субстанциональная производная. При 0γ =  формула (2) описывает 
свойства вязкой ньютоновской жидкости. Релаксационная модель Максвелла (2) имеет своим 
«метагидродинамическим» аналогом уравнение Хинце–Лойцянского в релаксационной теории 
турбулентных сдвиговых течений [3, 4]. 

Внешняя сила трения Рэлея F = FR, R
i iF vζ= − , где 0ζ > – коэффициент сопротивления, по-

зволяет моделировать периодические течения в тонких слоях жидкости, изучать крупномасштаб-
ные океанические процессы [5–8]. Еще одной областью применения модели FR = – ζ v являются 
задачи кластерообразования в расплавах в условиях микрогравитации [9]; при таком подходе 
гидродинамическое описание расплава в окрестности фронта кристаллизации учитывает присут-
ствие частиц твердой фазы, оказывающих сопротивление потоку. В работах [6–9] применялся 
линейный вариант силы трения: constζ ≡ . В рамках приближения ζ  ~ |v| в [5, гл. 4] построены 
многоярусные гидродинамические системы, описывающие процесс преобразования энергии в 
развитом турбулентном потоке. Далее полагаем ζ ζ= (v2) и рассматриваем течения, для которых 
коэффициент сопротивления – монотонно возрастающая функция модуля скорости, 

/ζ∂ ∂ (v2) > 0. Будем изучать движение вида 

1 ( )v u u y≡ = , 2 0v ≡ , ( )p p y= ,                                                      (3) 
применяя следующий математический результат. Автономная динамическая система с одной 
степенью свободы 

2 2/ ( )d d Qτ ξ τ= , 2 2( ) 2 ( )Q kτ τ τ= +                                                   (4) 
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имеет точное решение [10]: 
[sin(2 )] /[1 cos(2 )]k k kτ ξ ξ= + ,                                                      (5) 

где k – произвольная постоянная; функция ( )τ ξ  – ограниченная на конечном интервале 

2[0, ] [0, /(2 ))kξ ξ π∈ ⊂ . Покажем, что это решение допускает интересную гидродинамическую 
интерпретацию. 

Цель работы: дать аналитическое описание стационарных вихревых процессов в сдвиговом 
потоке вязкой жидкости при воздействии нелинейной внешней силы трения. 

Жидкость Максвелла. В классе решений (3) рассмотрим изотермическое течение жидкости 
с релаксирующими вязкими напряжениями ( 0, 1)mγ > = . Из уравнений (1), (2) находим: 

11 12 /m du dyτ γ τ= , 11 22 0τ τ+ = , 0 22p p τ− = ,                                        (6) 
2

12 ( / ) /[1 ( / ) ]du dy mdu dyτ µ γ= + , 12 21τ τ= ,                                         (7) 

12/ 2 2du dy ω ω= = − , 12 /d dy uτ ρζ= , 

где 0 constp ≡ – равновесное (отсчетное) значение давления. Вихрь скорости ω = (1/2) rot v  имеет 

одну ненулевую составляющую ( / ) / 2z du dyω ω≡ = − , направленную перпендикулярно плоско-
сти (x, y). Здесь и в дальнейшей записи сохраняем 1m= . Это дает возможность подчеркнуть роль 
производной Яуманна, для которой реологическое уравнение состояния удовлетворяет принципу 
объективности поведения материала [2]; в случае 0m=  этот принцип не выполняется. Восполь-

зуемся решением (4), (5) и возьмем uτ = , 1 1/( )y y uξ = , 1k u= , 2 2 2
1 1/ /( )d u dy Q y u= , 

2 2 2
1 1 12 ( ) ( ) /Q u u u y u uζ ν= + = . Отсюда вычисляем скорость движения жидкости и коэффициент 

сопротивления: 
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1 1/u yγ γ= ; 1 1/y uω ω= , / 2du dy ω= − , /ν µ ρ= .  

Здесь 1 1,y u  – положительные константы, имеющие размерности длины и скорости соответствен-

но; линейный масштаб релаксации равен 1 1L uγ= ; безразмерные величины отмечены чертой 

сверху. Ясно, что 2/ 1du dy u= + , поэтому коэффициент внешнего сопротивления (9) есть четная 
функция скорости. Форма записи 

24 (4 1) /(4 1)ζ ω= Γ − Γ + , 2( )mγ ωΓ =  
демонстрирует то обстоятельство, что сила внешнего трения проявляет себя на фоне релакси-
рующей завихренности; переменный параметр )(yΓ  характеризует неравновесные свойства вих-
ревого поля. Решение (8) представляет течение Куэтта: 

0=y , 0=u ; 2= yy , )( 2= yuu , 

где 2y – расстояние между параллельными плоскими непроницаемыми стенками; одна стенка 

неподвижна, а другая перемещается в своей плоскости с конечной скоростью 0>= 22 )(yuu .  

Условия 0>ζ , 0>ζ 2 )(/ udd  приводят к неравенству 31≤γ 2 /)/( dymdu , которое дает такие 
ограничения: 

0 1/(2 3)mγ< ≤ ,                                                             (10) 

2 11 cos(2 / ) 2 3y y mγ+ ≥ .                                                      (11) 
Неравенство (11) исключает из структуры решения координату 2y π= . Далее оценки (10), (11) 

будут уточнены для отдельных интервалов значений 2u . Давление жидкости вычисляется по 
формуле: 

2
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Перепад давления 0p p−  положителен во всей области решения; константу 0p  выбираем так, 
чтобы обеспечить условие ( ) 0p y > . Зависимость давления от времени релаксации монотонно 
убывающая: / 0p γ∂ ∂ < . Функциональная связь завихренности и давления имеет вид: 

2
1 14 /[ ( )]p m mpω γ ν γ= − ,  

где выполнено условие 10 [ /( )]p mν γ< < . В релаксирующем потоке ( 0)γ > завихренность обу-

словлена отклонением давления от равновесного значения: если 0p p= , то 0ω = . По мере уда-

ления от неподвижной стенки модуль завихренности растет 2( ) / 0d dyω > , а давление падает: 

( 0)p y =  > 2( )p y y= ; следовательно, 2( ) / 0pω∂ ∂ < .  
Проанализируем физическое содержание данного решения. На неподвижной и подвижной 

границах безразмерный градиент скорости равен: 

0y = , / 1du dy= ; 2y y= , / 1du dy U= > , 2 2
2 11 ( / )U u u= + . 

Значит, параметр U характеризует градиент скорости, обусловленный величиной 2u  скорости 

подвижной стенки. Другими словами, величина 2 2 2
2( ) / ( 0)U y y yω ω= = =  определяет степень 

неоднородности завихренности потока. Некоторые градиентные свойства завихренности двумер-
ного течения вязкой релаксирующей жидкости изучены в [11]. Примем обозначения: 

1 ( 0)yζ ζ= = , 2 2( )y yζ ζ= = , 2 2 2 2m Uδ γ= , * 1/U U= , где 2 1 *cos(2 / ) 2 1y y U= − . Расчеты пока-

зывают: условие 2 1ζ ζ>  будет выполнено, если при 20 1δ< <  выполнено неравенство 
2 2 2

*(1 ) /(1 ) Uδ δ− + ≥ . Отсюда следует оценка параметра 2δ : 
2 1/ 2

* * *0 [ 1 2 (1 8 ) ]/(2 ) 1U U Uδ< ≤ − − + + < .                                         (12) 

Учитывая (10) получаем, что должно быть 2 2
* 1/12Uδ ≤ ; тогда, применяя (12), находим два ин-

тервала, которым может принадлежать *U . Область «больших» градиентов скорости: 

* *0 U a< ≤ , * (3 6) / 6a = − ,                                                   (13) 
в этом случае 10U > . Область «малых» градиентов скорости: 

** * 1a U≤ < , ** (3 6) / 6a = + ,                                                  (14) 

в этом случае U находится в правой конечной окрестности единицы, причем 1u  есть верхняя гра-

ница значений скорости течения; 1( )u y u< , 2 2
2 10 u u< < , cos(2 ) 0y > , 2[0, ]y y∈ , 

** 2 1(2 1) cos(2 / ) 1.a y y− ≤ <  Для «малых» градиентов на обеих стенках (неподвижной и подвиж-

ной) поведение завихренности определяется неравенством 2( ) / 0Uω∂ ∂ > , 0y = , 2y y= . 

В области «больших» градиентов (13) верхняя граница скоростей равна 2 2 1:u u u> , 

2[0, ]y y∈ , 2 1 12 /y y π δ= − , 10 / 2δ π< < , 12/(1 cos )U δ= − . Из (11) следует 
1/ 2

1(2 /3) cos (1 2 3)mδ γ≤ < − . Значит, исходная оценка (10) принимает вид 
2 2 1/ 2 2[1 (2 /3) ] /12mγ < − . 

Расчеты показали, что в интервале (13) на неподвижной стенке 2( ) / 0Uω∂ ∂ < , 0y = . В этом 

заключается существенное различие в поведении при 0y =  функции 2( )Uω  в областях с «малы-

ми» и «большими» градиентами. На подвижной стенке для обеих областей 2( ) / 0Uω∂ ∂ > . В об-

ласти «больших» градиентов производная 2( ) / Uω∂ ∂  является знакопеременной: при 0y =  она 

отрицательная, при 2y y=  – положительная.  
Схема расчета констант, входящих в данное решение, состоит в следующем. Задаем скорость 

2u  и время релаксации γ ; параметр *U  берем из интервала (13) либо (14); подсчитываем кон-

станту 1/ 2
1 2 /( 1)u u U= − ; выбираем 2δ  из интервала (12) и вычисляем 2 2 2 2/m Uγ δ= ; находим 

1 1 /y uγ γ= , 2 1 *2 / arccos(2 1)y y U= − . Профили скорости и давления монотонные, перегибов не 

имеют: / 0du dy> , 2 2/ 0d u dy > , / 0dp dy< , 2 2/ 0d p dy < ; выпуклость функции 12( )yτ  обращена 



Механика 

Вестник ЮУрГУ, № 32, 2011 80 

вверх, 2 2
12( ) / 0d dyτ < . Поведение разности первых нормальных напряжений 11 22τ τ−  коррелиру-

ет со свойствами давления, подчиняясь формуле 11 22 02( )p pτ τ− = − . 

Построенное решение можно применить на более широком отрезке 3[0, ]y y∈ , 3 2y y> , пола-

гая, что 2( )uζ  является немонотонной функцией. Нетрудно видеть, что 0ζ =  при 

/ 1/( )du dy mγ= . Именно при этом значении градиента скорости касательное напряжение 12τ  

имеет максимум. Этот максимум достигается при 3y y= : 
2 2

3 1 3 3cos(2 / ) (1 ) /(1 )y y u u= − + , 3 3 1/u u u= ,  
2
31 1/( ) /u m U Uγ δ+ = = > , 3 3( )u u y y= = . 

Верхняя граница скоростей равна 3u ; в области «больших» градиентов 3 2u u> ; в области «ма-

лых» градиентов 3 1u u> . Функция 2( )uζ  немонотонная при 3[0, ]u u∈ ; в левой окрестности зна-

чения 3u u=  коэффициент сопротивления резко уменьшается до нуля. 
Следуя аналогии между вязкоупругими и турбулентными сдвиговыми течениями [3, 4], вве-

дем в рассмотрение принятую в теории турбулентности динамическую скорость 1/ 2
12( / )uτ τ ρ= . 

Решение (7) дает 
2

2 2

/
1

1 ( / )

u du dy

w mdu dy
τ γ

γ
= <

+
, 

где 2 /w ν γ=  – квадрат скорости распространения волны сдвига. Таким образом, динамическая 
скорость «дозвуковая» во всей области решения. При экспериментальном изучении турбулент-
ных течений жидкости в плоском канале применяют так называемые индикаторные функции 
[12]: 

1 /ydu dyϕ = , 2 ( / )( / )y u du dyϕ = . 

Физический смысл индикаторов в том, что если 1 constϕ = , то профиль скорости логарифмиче-

ский; если 2 constϕ = , то профиль скорости степенной. Для тригонометрического профиля (8) 
индикаторная функция есть 

2
3 ( / ) /(1 ) 1du dy uϕ = + = . 

Результаты вычислений говорят о том, что в данном классе решений отсутствуют конечные от-
резки значений координаты y , на которых 1ϕ  либо 2ϕ  постоянны. Это значит, что профиль ско-
рости (8), формирующийся под воздействием нелинейной внешней силы трения, существенным 
образом отличается во всех своих точках и от логарифмического и от степенного законов. 

Ньютоновская жидкость. В ньютоновском изобарическом варианте 0( 0, const)p pγ = = ≡  
свойства движения (8) не являются формальным следствием результатов, полученных при 0γ > . 

Дело в том, что при 0γ =  изменяется структура формулы (9): теперь 22(1 )uζ = + , и автоматиче-

ски выполнены требования 0ζ > , 2/ ( ) 0d d uζ > . Расчет констант, входящих в формулы реше-
ния, выполняем по следующей схеме. 

Коэффициент сопротивления конечен и изменяется в интервале 1 2[ , ]ζ ζ ζ∈ , где 

1 ( 0) 0uζ ζ= = > , 2 2 1( )u u Uζ ζ ζ= = = . Из физических соображений полагаем, что 1ζ  и 2ζ  разли-

чаются не слишком сильно: 2 1 1( 1)Uζ ζ ζ− = − , 1 2U< ≤ . Это означает, что данное решение опи-
сывает течение, для которого знаменатель дроби в (8) не только положителен, но и не меньше 
единицы. Коэффициенты 1ζ , 2ζ  могут зависеть от кинематической вязкости ν  и от других па-
раметров, определяющих силу трения. Коэффициент сопротивления имеет вид 

2
2

1 2
1 2

1 1
u

u

ζζ ζ
ζ

  
= + −  

  
. 

Следовательно, в нашем распоряжении четыре исходные константы ν , 1ζ , 2ζ , 2u , которые 
позволяют вычислить остальные параметры решения: 
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2
1 12 /y ν ζ= , 2 2

1 2 /( 1)u u U= − , 2 10 2 / arccos[(2 ) / ] / 2y y U U π< = − ≤ . 

В решении (8) параметры 1u , 1y , 2y  несут (посредством 1ζ , 2ζ ) информацию о внешнем сопро-
тивлении и вязкостных свойствах системы «жидкость – граничные стенки». 

В статье [13] показано, что для двумерных течений несжимаемой ньютоновской жидкости 
выполнено равенство 

ν∆  v 2=  vd × ω ,                                                            (15) 
где ∆  – оператор Лапласа, vd – диффузионная скорость движения вихря, vd = (rotν ω × ω)/ ω2. 
Для течения (8) свойство (15) выполнено, а диффузионная скорость параллельна оси y  и ее ал-
гебраическая величина равна 

2 1/ 2
1 12 /( ) [2 / ( )] 0dv u y u u uν ν ζ= − = − ∂ ∂ ≤ .                                        (16) 

Значит, вектор vd направлен от подвижной стенки к неподвижной. Очевидно, что для течения 
чистого сдвига (u~ y , constp ≡ , constzω ≡ , 0ζ ≡ ) имеем ( / )( / ) 0d z zv d dyν ω ω= − ≡ . Таким об-
разом, диффузионная скорость (16) генерируется внешним сопротивлением течению. 

Заключение. Отличительная черта рассмотренных процессов – наличие нелинейной внеш-
ней силы трения. Дано аналитическое описание течения Куэтта с тригонометрическим профилем 
скорости (8). Обсуждены реологические модели Максвелла и Ньютона. Для жидкости с релакси-
рующими вязкими напряжениями коэффициент сопротивления проявляет себя на фоне неравно-
весной завихренности, для которой линейный масштаб релаксации равен 1 1L uγ= . Взаимное 
влияние неоднородности и неравновесности вихревого поля – причина нетривиального поведе-

ния производной 2( ) / Uω∂ ∂  на подвижной и неподвижной стенках, см. (13), (14). Представлен-
ный пример движения ньютоновской жидкости принципиально отличается от обычного течения 
чистого сдвига существованием ненулевой скорости диффузии вихря, направленной от подвиж-
ной стенки к неподвижной. 
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TRIGONOMETRICAL PROFILE OF THE VELOCITY OF THE SHEA R FLOW  
OF THE VISCOUS FLUID 
 
O.N. Shablovsky 1 

 
A new exact analytical solution for stationary hydrodynamics equations are given with account of 

external resistance force. Basic elements of the research: relaxation properties in the shear flow; vortic-
ity at small and large velocity gradients; diffusive rate of movement of vortex. 

Keywords: resistance force, Couette flow, vorticity diffusion, indicator function, stress relaxation. 
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