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ОБ ОЦЕНКЕ ПОГРЕШНОСТИ НЕЛИНЕЙНОГО МЕТОДА 
ПРОЕКЦИОННОЙ РЕГУЛЯРИЗАЦИИ 
ПРИ УСЛОВИИ КУСОЧНОЙ ГЛАДКОСТИ РЕШЕНИЯ1 
 
Т.С. Камалтдинова2 
 

Нелинейным методом проекционной регуляризации, приведенном в [1], 
получено приближенное решение обратной задачи Коши для уравнения те-
плопроводности. Получены оценки погрешности приближенного решения в 
классе кусочно-гладких функций. Эти оценки гораздо лучше, чем извест-
ные ранее оценки оптимальных и оптимальных по порядку методов реше-
ния данной задачи. 

Ключевые слова: обратная задача, регуляризация, оценка погрешности, не-
корректная задача, преобразование Фурье. 
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Пусть нам дано распределение температуры ( ) ( ) ( )1 2, ,f x L L∈ −∞ ∞ −∞ ∞∩  в момент времени 

T  
( ) ( ), ; ,f x u x T x= − ∞ < < ∞      (2) 

a начальное распределение 

( )0( ) ,0u x u x=       (3) 

требуется определить. 
Предположим, что при ( ) ( )0f x f x=  существует 0( )u x  такое, что производная 0( )u x′  являет-

ся четной, кусочно-непрерывной функцией и ( ) ( ) ( )0 0 2 1( ), , ,u x u x L L′ ∈ −∞ ∞ −∞ ∞∩ , а также реше-

ние задачи (1), (3) при нем удовлетворяет условию ( )0( , )u x T f x= , но точное значение 0( )f x  нам 

не известно, а вместо него даны некоторое приближение ( ) ( )1 2( ) , ,f x L Lδ ∈ −∞ ∞ −∞ ∞∩  и 0δ >  

такие, что 
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Требуется, используя исходные данные ( ),fδ δ  задачи (1), (2), (4), определить приближенное 

решение ( )2( ) ,u x Lδ ∈ −∞ ∞  и оценить величину ( ) ( )
2

0 L
u x u xδ − . 

Используя для решения задачи (1), (2), (4) преобразование Фурье F , получим 
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где ( )ˆ( , ) , ,u t F u x tλ =     а ( ) ( )f̂ F f xλ =    . 
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Решая задачу (5), (6), сведем ее к операторному уравнению  
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Из условий, которым удовлетворяет функция 0( )u x , будет следовать существование числа 
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а из (4) и теоремы Планшереля [3, с. 411], что 
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где ( )0 0ˆ ( )u F u xλ =    , а ( ) ( )f̂ F f xδ δλ =    . 

Применяя к решению задачи (7)–(9) метод проекционной регуляризации [1], введем регуля-
ризующее семейство операторов { }: 0Pα α > , определяемых формулой 
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Таким образом, приближенное решение ( )ûα
δ λ  в уравнении (7) определим формулой 
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а для выбора параметра регуляризации ( )ˆ ,fδα α δ=  в формуле (11) используем уравнение  
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Из (11) и (12) определим приближенное решение ( )ûδ λ  уравнения (7) формулой 

( ) ( ) ( )
ˆ ,

ˆ ˆ .
f

u u δα δ
δ δλ λ=  

Из теоремы, доказанной в [1], и формул (7), (8), (9) следует оценка 
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в которой функция ( )Gε σ , следуя (7) и (8), определяется параметрически 
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а ( )α δ  – уравнением 
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Так как оценка (13) выполняется при любом ( ]0,1ε ∈ , то выберем значение ( )ε δ , миними-
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Тогда из (13)–(16) для ( )ûδ λ  будет справедлива оценка 
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Применяя к ( )ûδ λ  обратное преобразование Фурье 1F −  и беря действительную часть, полу-

чим приближенное решение ( ) ( )( )1 ˆReu x F uδ δ λ− =    обратной задачи (1), (2), (4). Для этого ре-

шения, ввиду теоремы Планшереля [3, c. 411], будет справедлива оценка (17). 
Для сравнения (17) с известными, оценим правую часть соотношения (17) в элементарных 

функциях. 
Из (14) следует, что при достаточно малых значениях σ  справедливо соотношение 
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Теперь рассмотрим уравнение  
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Решение ( )ˆ ,α δ ε  уравнения (20) определяется формулой 
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Из (15), (19) и (20) следует, что 
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Таким образом, из (13), (18) и (22) следует, что 
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Из (21) и (23) окончательно получим 
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В оценке (24) значение ( )ε ε δ=  определим формулой 
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ABOUT ERROR ESTIMATE OF NONLINEAR PROJECTION REGULA RIZATION 
METHOD UNDER THE CONDITION OF PRIECE-WISE SMOOTHNESS  
OF SOLUTION 
 
T.S. Kamaltdinova 1 
 

An approximate solution for the inverse Cauchy problem for the heat conduction equation is ob-
tained by means of nonlinear projection regularization method. Error estimates for the approximate solu-
tion are obtained in the class of piecewise smooth functions. These estimates are better then the known 
estimates for the optimal and the order- optimal methods of solving the problem. 

Keywords: reverse problem, regularization, error estimate, ill-defined problem, direct Fourier 
transform. 
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