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Важное место при пластической обработке 
металлов занимают проблемы деформируемости 
обрабатываемого материала. В качестве критерия, 
позволяющего оценить деформационную способ-
ность материала, может быть использована вели-
чина поврежденности ω  [1]. Под поврежденно-
стью понимается скалярный параметр ω , который 
изменяется от 0 в начальный момент деформации 
до 1 при разрушении. Промежуточные значения 
ω  характеризуют уровень развития микродефек-
тов сплошности относительно его предельного 
состояния. По расчетной величине ω  можно каче-
ственно оценить морфологические особенности 
микродефектов, возникающие при пластической 
деформации металлов, если воспользоваться реко-
мендациями [2].  

Прогнозировать развитие поврежденности и 
ускорить процесс выбора путей оптимизации спо-
собов и режимов деформационной обработки мож-
но с помощью моделей механики поврежденности. 
В представленной работе использовались модель-
ные представления научной школы В.Л. Колмого-
рова [1, 2]. 

Согласно этим представлениям при простом 

нагружении поврежденность определяется по фор-
муле 

( )0
,p

d
k

Λ

σ

Λω =
Λ μ ,         (1) 

где ( ),p k σΛ μ  – функция, аппроксимирующая 

зависимость пластичности от напряженного со-
стояния. Графическая интерпретация этой функ-
ции называется диаграммой пластичности. 

Таким образом, под пластичностью понима-
ется способность материала деформироваться при 
заданных постоянных условиях монотонного на-
гружения. В качестве параметра, характеризующе-
го величину пластичности, принимается степень 
накопленной деформации сдвига в момент разру-
шения pΛ . Напряженное состояние характеризу-

ется показателем напряженного состояния k = σ Τ  

и показателем Лоде–Надаи 22 33

11 33

2 1σ
σ − σ

μ = −
σ − σ

, 

где ( )11 22 33 3σ = σ + σ + σ  – среднее нормальное 

напряжение, 11σ , 22σ , 33σ  – главные напряжения, 
Τ  – интенсивность касательных напряжений. 
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Затрагивается актуальная тема деформируемости металлов при обработке дав-
лением. Для оценки величины накопленной поврежденности при пластической об-
работке в данной работе использовалась известная модель накопления поврежден-
ности. Для того чтобы воспользоваться моделью, необходимо экспериментальное 
определение предельной степени деформации материала в зависимости от парамет-
ров, характеризующих напряженное состояние процесса. С применением экспери-
ментов по деформированию образцов в условиях гидростатического давления среды 
и процедуры параметрической идентификации процесса накопления поврежденно-
сти разработана методика получения такой зависимости на примере стали 20. 

Ключевые слова: модель поврежденности при пластической деформации, повреж-
денность металла, пластичность, деформируемость, гидростатическое давление, пара-
метр Лоде, кривая напряжение – деформации. 

 
The paper deals with the urgent theme of metal deformability in metal forming 

processes. The known damage accumulation model was used for estimation of the accumu-
lated damage value under plastic deformation. The experimental determination of extreme 
material deformation, which depends on stress state parameters, is necessary for the mod-
el utilization. The plasticity diagram construction method for 0.2 pct carbon steel 20 as an 
example was developed by using the parametrical identification procedure and tests of 
sample deformation under hydrostatic pressure. 

Keywords: damage model under plastic deformation, metal damage, plasticity, deformability, 
hydrostatic pressure, Lode parameter, stress – strain curve. 

 
 



Смирнов С.В., Вичужанин Д.И.,          Методика параметрической идентификации диаграммы  
Нестеренко А.В.                пластичности при монотонной деформации 

Серия «Металлургия», выпуск 17  71

Совокупность этих параметров однозначно 
характеризует напряженное состояние при пласти-
ческой деформации, кроме того, являясь безраз-
мерными, они позволяют сопоставлять напряжен-
ное состояние материалов с различным уровнем 
прочностных свойств [1, 2]. Показатель k  харак-
теризует соотношение среднего уровня нормаль-
ных и касательных напряжений: при k  > 0 преоб-
ладают растягивающие напряжения, а при k  < 0 – 
сжимающие. Значение показателя 0σμ =  соответ-
ствует напряженному состоянию простого сдвига, 
а 1σμ = ±  – соответственно условиям осесиммет-
ричного сжатия и растяжения. 

Для построения диаграмм пластичности исто-
рически использовались различные виды механи-
ческих испытаний, в которых использовались об-
разцы с различной формой поперечного сечения 
[3–9]. Например, для получения вида напряженно-
го состояния, характеризуемого 0σμ = , растягива-
ли широкие плоские образцы, а для реализации на-
пряженного состояния, характеризуемого 1σμ = ± , 
проводили испытания на осадку и растяжение ци-
линдрических образцов. Однако при растяжении 
плоских образцов напряженное состояние не соот-
ветствует простому сдвигу в процессе всего испы-
тания, поскольку соотношение толщины и шири-
ны образца при растяжении образца меняется, что 
было показано еще в работе [10]. При осадке и 
растяжении цилиндрических образцов осесиммет-
ричное сжатие, растяжение имеет место лишь до 
начала локализации деформации. 

С развитием техники высоких давлений поя-
вилась возможность строить диаграммы пластич-
ности по результатам механических испытаний 
образцов в камерах с регулируемым давлением 
жидкости, что позволило получать мягкие схемы 
напряженного состояния при различных значениях 
показателя Лоде, что характерно для процессов 
обработки давлением, применяемых в промыш-
ленности. Установки были снабжены испытатель-
ными камерами, в которых при деформировании 
образцов с различной формой поперечного сече-
ния поддерживалось заданное гидростатическое 
давление жидкости [11–13].  

Необходимо отметить, что в процессе испы-
таний на таких установках значение показателя k  
менялось согласно формуле [2]: 

1 3 3
1

43 S

d pk
R

⋅ = + −  σ 
       

(2) 

за счет изменения Sσ  при деформационном уп-

рочнении и параметра d R  за счет образования и 
развития шейки образца. Поэтому при построении 
диаграмм пластичности значениям pΛ  ставили в 

соответствие среднеинтегральные значения k  за 
процесс испытаний при 0σμ = , когда растягивали 

плоские образцы, и 1σμ = −  при растяжении ци-
линдрических образцов. 

В известных работах [2, 13, 14] диаграммы 
пластичности при постоянном значении σμ  ап-

проксимировали экспоненциальными зависимо-
стями в виде 

( )expp kΛ = χ −η ,         (3) 

где χ  и η  – эмпирические коэффициенты. 

Методики и результаты экспериментальных  
исследований 
Для более точной оценки изменения парамет-

ров k = σ Τ , σμ  и их влияния на предельную де-

формацию сдвига pΛ  при растяжении цилиндри-

ческих и плоских образцов в условиях гидростати-
ческого давления рабочей среды были проведены 
испытания на установке, конструкция которой 
описана в работе [13], и последующее конечно-
элементное моделирование пластического течения 
металла при этих испытаниях с использованием 
программного комплекса ANSYS.  

В качестве модельного материала была вы-
брана углеродистая сталь 20. Химический состав 
стали приведен в таблице. Методики проведения 
испытаний описаны в работе [2]. 

Химический состав стали 20 по ГОСТ 1050 

Элемент Массовые доли, % 
Cr 0,062 
Ni 0,059 
Mn 0,42 
Si 0,11 
Cu 0,028 
C 0,18 
S 0,027 
P 0,019 

 
В экспериментах использовали цилиндриче-

ские образцы с размерами рабочей части: диаметр 
4 ± 0,1 мм, длина 20 ± 0,5 мм. Плоские образцы 
имели размеры рабочей части: ширина 4,0 ± 0,2 мм, 
толщина 1 ± 0,05 мм, длина 20 ± 1 мм. 

Для определения кривой деформационного 
упрочнения стали проводили испытания цилинд-
рических образцов на растяжение в условиях ат-
мосферного давления. Полученная зависимость 
описана формулой 

0,689267 309Sσ = + Λ .        (4) 

По результатам экспериментов с цилиндриче-
скими и плоскими образцами при давлениях рабо-
чей среды в камере 300, 600, 900, 1150 МПа были 
определены значения степеней деформации сдвига 
в момент разрушения, необходимые при числен-
ном моделировании. 

Адекватность полученных при моделирова-
нии результатов подтверждается сравнением кон-
тура натурного образца и контура, полученного 
расчетом при степени деформации сдвига, равной 
предельной для конкретных условий испытания. 
Контур образца после испытания определялся пу-
тем измерения поперечных размеров образца на 
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различном удалении от сечения, в котором про-
изошло разрушение. При измерениях использова-
лась высокоточная бесконтактная оптическая сис-
тема Strain Master. Пример сравнения расчетного и 
натурного контуров для плоского образца приве-
ден на рис. 1. Погрешность расчета формоизмене-
ния при моделирования находится в пределах 10 %. 
 

 
 

 
Рис. 1. Сравнение результатов моделирования с раз-
мерами реальных образцов при растяжении плоского 
образца в месте локализации деформации 
 

Результаты расчета показателей напряженно-
го состояния в процессе деформации цилиндриче-
ских и плоских образцов под давлением приведе-
ны на рис. 2 и 3. Изменение показателей k = σ Τ  

особенно существенно для испытаний при боль-
ших гидростатических давлениях, поскольку ма-
териал в этих условиях претерпевает большую 
деформацию до разрушения, существенно упроч-
няясь при сильно локализованной в минимальном 
сечении деформации. На изменение показателя σμ  

при растяжении плоских образцов величина гидро-
статического давления практически не влияет, но 

σμ  изменяется от –1 до 0,5 с ростом деформации. 

Результаты численного моделирования позво-
ляют сделать вывод, что накопление поврежден-
ности в испытанных образцах происходило при 
постоянно меняющемся напряженном состоянии. 
Таким образом, ставить в соответствие получен-
ному в эксперименте значению предельной де-
формации сдвига некую пару параметров, опреде-
ляющих напряженное состояние, является не со-

всем правильным. Зависимость (4) в данном слу-
чае является функционалом:  

( ),Р f k σΛ = μ .         (5) 

В общем случае (5) может быть аппроксимирована 
формулой из [2]: 

2
0 1 2Р a a aσ σΛ = + μ + μ ,        (6) 

где 0 1 2, ,a a a  – неизвестные функции коэффици-

ента напряженного состояния k . Функции зависят 
от свойств конкретного обрабатываемого материа-
ла. Определить эти функции можно путем пара-
метрической идентификации зависимости (6). На-
пример, в работе [15] процесс накопления повреж-
денности рассматривался как динамический объ-
ект. Автор подробно описывает процедуру иден-
тификации предложенной им модели накопления 
поврежденности, записанной в дифференциальной 
форме. Отмечено, что при использовании пара-
метрической идентификации, экспериментальные 
данные должны быть получены в опытах, когда 
параметры напряженного состояния существенно 
изменяются во времени в пределах одного испы-
тания. 
 

 
Рис. 2. Изменение показателя напряженного состоя-
ния k в процессе деформации цилиндрических  
образцов при различных давлениях в испытательной 
камере, МПа: 1 – 0; 2 – 300; 3 – 600; 4 – 900; 5 – 1150 
 

В работах [16, 17] осуществлялось определе-
ние поверхности пластичности (5), аппроксимиро-
ванной несколько иной, чем (6) зависимостью. 
Экспериментальные данные были получены при 
нагружениях типа constσ Τ ≠  и допущении, что в 

испытаниях на растяжение плоских образцов
constσμ = . Позднее, авторы работы [10] показали, 

что вид напряженного состояния в таких испыта-
ниях существенно изменяется по мере развития 
деформации. Результаты наших вычислений σμ  

при растяжении плоских образцов (см. рис. 3) под-
тверждают это. 

Приведем некоторые соображения, позво-
ляющие упростить формулу (6) для проведения 
параметрической идентификации. В частном слу-
чае, при 0σμ =  на всем процессе деформирова-

ния, формула (6) может быть записана в виде 
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00 ,Р РaΛ = = Λ          (7) 

где 
0РΛ  – пластичность материала в условиях посто-

янного на всем процессе деформирования 0σμ = . 

При неизменном 1σμ = −  формула (6) может 

быть записана в виде 

0 10 1 2 1 2Р P Pa a a a a
−

Λ = − + = Λ − + = Λ ,    (8) 

где 
1Р−

Λ  – пластичность материала в условиях 

постоянного на всем процессе деформирования 
1σμ = − . 

По аналогии с (7) и (8) при неизменном 
1σμ = +  можно записать: 

0 10 1 2 1 2Р P Pa a a a a
+

Λ = + + = Λ + + = Λ ,    (9) 

где 
1Р+

Λ  – пластичность материала в условиях 

постоянного на всем процессе деформирования 
1σμ = + . 

С другой стороны, величины 
0 1 1
, ,P P P− +

Λ Λ Λ  

могут быть аппроксимированы зависимостями: 

( )
0 1 2exp ;P b b kΛ =        (10) 

( )
1 3 4exp ;P b b k

−
Λ =       (11) 

( )
1 5 6exp ,P b b k

+
Λ =       (12) 

где 1 2 3 4 5 6, , , , ,b b b b b b  – неизвестные коэффициенты. 

Подставив величины 
0 1 1
, ,P P P− +

Λ Λ Λ  из (10)–

(12) в формулы (7)–(9) можно выразить 0 1,a a  и 2a  

через 1 6b b : 

( )0 1 2exp ;a b b k=  

( ) ( )1 5 6 3 40,5 exp 0,5 exp ;a b b k b b k= −    (13) 

( ) ( ) ( )2 3 4 1 2 5 60,5 exp exp 0,5 exp .a b b k b b k b b k= − +  

Подставив выражения (13) в формулу (6), по-
лучим: 

( ) ( )(
( )) ( )(

1 2 5 6

3 4 3 4

exp 0,5 exp

0,5 exp 0,5 exp

P b b k b b k

b b k b b kσ

Λ = + −

− μ + −  

( ) ( )) 2
1 2 5 6exp 0,5 exp .b b k b b k σ− + μ    (14) 

Таким образом, получена зависимость с ше-
стью неизвестными коэффициентами 1 6b b . Для 

определения этих коэффициентов были выполне-
ны эксперименты на кручение цилиндрических 
образцов, растяжение цилиндрических и плоских 
образцов в испытательной камере с жидкостью 
при различных давлениях. 

1. Кручение цилиндрических образцов 
Коэффициент 1b  может быть определен в ре-

зультате эксперимента на кручение цилиндриче-
ского образца. При этом 0k = , 0σμ =  и постоян-

ны в течение всего процесса деформирования. То-
гда формула (14) будет иметь вид 

0 1P bΛ = .         (15) 

Здесь 
0PΛ  равна степени деформации сдвига при 

кручении в момент разрушения образца, которая 
может быть определена по формуле из [2]: 

0 1 0tg tgPΛ = ϕ − ϕ ,       (16) 

где 0ϕ  и 1ϕ  – углы наклона риски, нанесенной на 

поверхности образца, параллельно к образующей, 
до испытания и после него. В результате было по-
лучено значение 1 1,98b = . 

2. Растяжение цилиндрических образцов  
в камере с жидкостью при различных давлениях 

Коэффициенты 3b  и 4b  могут быть определе-

ны по результатам экспериментов на растяжение 
цилиндрических образцов в испытательной камере 
с жидкостью, находящейся под регулируемым 
давлением. В этих экспериментах величина 

1σμ = −  и неизменна на всем процессе деформи-

рования, а величина k  изменяется в процессе ис-
пытания, при этом зависит от давления жидкости в 
испытательной камере. В работе выполнены экс-
перименты по растяжению цилиндрических об-
разцов в камере с давлением жидкости 300, 600, 
900, 1150 МПа. 

Изменение величины k  в процессе испытания 
образцов под разными давлениями среды вычис-
ляется по формуле (2), где Sσ – сопротивление 

а) б) 

Рис. 3. Изменение показателя напряженного состояния k и коэффициента Лоде σμ  в процессе деформации  

плоских образцов при различных давлениях в испытательной камере, МПа: 1 – 0; 2 – 208; 3 – 416; 5 – 694; 6 – 833 
 



 

 Вестник ЮУрГУ, № 36, 2011 74 

деформации исследуемой стали, МПа; р  – давле-

ние жидкости в испытательной камере, МПа.  
Величина / 0d R =  на стадии равномерной 

деформации, а после образования шейки зависит 
от степени деформации сдвига и не зависит от 
давления жидкости в испытательной камере. По 
результатам экспериментов на растяжение для 
стадии локализации деформации зависимость ве-
личины /d R  от Λ  была описана формулой из [2]: 

( )0,7
0, 2d R = Λ − ,      (17) 

где d  – диаметр шейки в момент разрушения;  
R  – радиус контура в продольном сечении образ-
ца в момент разрушения. В данной работе эти ве-
личины определялись после испытаний при раз-
личных давлениях среды, путем измерения конту-
ра образца после разрушения с помощью бескон-
тактной оптической системы Strain Master. Сте-
пень деформации сдвига определялась по формуле 

( )02 3 ln d dΛ = ⋅ ,      (18) 

где 0d  – начальный диаметр рабочей части образ-
ца. Следует отметить, что полученная после изме-
рений контура разрушившегося образца зависи-
мость /d R  от Λ , практически совпала с форму-
лой (17), предложенной в работе [2]. 

С учетом зависимости (4) по формуле (2) бы-
ли рассчитаны значения k  при различных степе-
нях деформации сдвига.  

Так как величина ω  в момент разрушения об-
разца равна 1, то, воспользовавшись линейной мо-
делью поврежденности [1], для каждого испыта-
ния можно записать: 

11

1
n

i

pi −=

ΔΛ
ω == =

Λ ,       (19) 

где n  – количество этапов монотонного нагруже-
ния; iΔΛ  – степень деформации сдвига, накоплен-

ная на участке с постоянным ik . Подсчитывая сум-
марную величину поврежденности, путем варьиро-
вания коэффициентов 3b  и 4b , минимизировали 
квадрат отклонения накопленной поврежденности 
от единицы для каждого образца. Таким образом, 
были найдены значения 3 5b =  и 4 0,73b = − . При 
этом максимальное отклонение рассчитанной по-
врежденности от 1 не превысило 10 %. 

3. Растяжение плоских образцов в камере  
с жидкостью при различных давлениях 

Коэффициенты 2b , 5b  и 6b  определялись с 
использованием результатов экспериментов на 
растяжение плоских образцов в испытательной 
камере с жидкостью, находящейся под регулируе-
мым давлением. В работе выполнены эксперимен-
ты по растяжению плоских образцов в камере с 
давлением жидкости 208; 277; 416; 694; 833 МПа. 
В этих экспериментах величины σμ  и k  не явля-
ются постоянными в процессе испытания, поэтому 
для расчета пластичности PΛ  должна использо-
ваться формула (14). 

Аналитических решений по точному опреде-
лению k  и σμ  в процессе растяжения плоских 

образцов в литературе обнаружено не было, и дан-
ные величины в работе определялись по результа-
там математического моделирования методом ко-
нечных элементов. Результаты моделирования 
приведены на рис. 3. 

Для определения оставшихся неизвестных ко-
эффициентов 2b , 5b  и 6b  вновь воспользуемся ус-

ловием (19). В этом случае формула (14) будет оп-
ределена с точностью до неизвестных коэффициен-
тов 2b , 5b  и 6b  для каждого этапа, на котором на-

коплена деформация сдвига iΔΛ  при постоянных 

ik  и σμ . При значениях 2 0,79b = − ; 5 5, 4b =  и 

6 1,2b = −  максимальное отклонение рассчитанной 

поврежденности от 1 не превысило 7,5 %. 
После определения коффициентов 1 6b b  

формула (14) для стали 20 записывается в виде 

( ) ( )(
( )) ( )(

1,98exp 0,8 2,7exp 1,2

2,5exp 0,7 2,5exp 0,7

P k k

k kσ

Λ = − + − −

− − μ + − −  

( ) ( )) 21,98exp 0,8 2,7 exp 1, 2 .k k σ− − + − μ        (20) 

Формула (20) определена для значений пока-
зателя напряженного состояния из интервала 

2,5 1k− < <  и коэффициента Лоде из интервала 

1 0,51σ− < μ < , поскольку за пределами этих ин-

тервалов не имеется достаточного количества экс-
периментальных данных по предельной степени 
деформации сдвига. 
 

 
Рис. 4. Диаграмма пластичности стали 20 

 
На рис. 4 изображена поверхность, которая 

описывается формулой (20). Из рисунка хорошо 
заметно, что взаимное влияние показателей на-
пряженного состояния на пластичность материала 
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носит сложный характер. Например, влияние по-
казателя Лоде особенно сильно проявляется в об-
ласти сжимающих напряжений ( 0k < ), при кото-
рых, как правило, протекают процессы ОМД. 

Выводы 
Обработка полученных экспериментальных 

данных, с применением конечно–элементного мо-
делирования и процедуры параметрической иден-
тификации, позволила разработать новую методи-
ку построения диаграммы пластичности с разде-
лением влияния показателей k  и σμ  при моно-

тонном нагружении. Такая диаграмма пластично-
сти позволяет оценивать пластические свойства 
материала при определенных напряженных со-
стояниях и рассчитывать его поврежденность, ес-
ли известна история нагружения. 

Полученная сложная зависимость предельной 
деформации сдвига от показателей k  и σμ , изо-

браженная на рис. 4, указывает на необходимость 
детального и глубокого изучения микромеханиз-
мов влияния напряженного состояния на пласти-
ческие свойства материала. 
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