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УСТОЙЧИВЫЕ МЕТОДЫ ВОССТАНОВЛЕНИЯ 
ЗАШУМЛЕННЫХ ИЗОБРАЖЕНИЙ 
Т. И. Сереснсникова 

STABLE METHODS FOR RECONSTRUCTION 
OF NOISY IMAGES 
T.I. Serezhnikova 

Рассматривается задача восстановления зашумленных изображений. 
Для решения используются два регуляризирующих алгоритма, основу 
которых составляет тихоновская регуляризация с использованием двух 
различных недифференцируемых стабилизаторов. Для решения задачи 
негладкой минимизации привлекается проксимальный метод и субгради
ентный процесс. Приводятся результаты расчетов на суперкомпьютере 
«Уран». 

Ключевые слова: численные методы, алгоритмы, решение некор
ректных задач, обратные задачи, итеративная регуляризация, негладкая 
оптимизация. 

We consider the numerical reconstruction of noisy images by using two 
regularization algorithms. The basis of algorithms is Tikhonov regularization 
with two special nondifferentiable stabilizers. To solve the problem of a 
nonsmooth minimizing the proximal method and the subgradient process are 
involved. The results of calculations on the supercomputer «Uranus» are 
presented. 

Keywords: numerical methods, algorithms, ill-posed problems, inverse 
problems, iterative regularization, nonsmooth optimization. 

Введение 
Изображение объектов является важной составляющей частью описания объектов и 

явлений окружающего мира в самых передовых отраслях науки, техники, медицины. Изоб
ражение часто бывает искажено вследствие несовершенства оптических аппаратов, дефо
кусировки снимков, из-за влияния среды между объектом и аппаратом, в силу ряда других 
причин. Задача восстановления изображения является, как правило, некорректной (сильно 
неустойчивой) и для ее решения необходимо использовать современные, устойчивые методы, 
например, использовать методы регуляризации, предложенные в работах [1, 2] и первона
чально апробированные в работах [3, 4]. 

Известно, что можно выделить группу методов, развитых советскими (российскими) 
учеными [5 - 10] - методы регуляризации Тихонова, итеративной, статистической, локаль
ной, дискриптивной регуляризации, субоптимальной фильтрации, решения на компакте и 
др., а также - группу методов, развитых западными учеными [11 - 17] - методы оптимальной 
фильтрации Калмана - Бьюси и Винера, методы управляемой линейной фильтрации (Бей-
куса - Гильберта) и др., которые являются в принципе более точными. Но методы первой 
группы (например, метод регуляризации Тихонова) требуют гораздо меньше дополнитель
ной информации о решении и поэтому находят более широкое применение при решении 
обратных прикладных задач. 
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В настоящей работе рассматривается широко используемая постановка задачи восста
новления изображения в виде решения двумерного интегрального уравнения типа свертки. 
В разделах 3 и 4 приведены результаты численного решения двух задач о восстановлении 
изображений на основе использования разрабатываемых численных алгоритмов для реше
ния двумерного интегрального уравнения Фредгольма 1-го рода. 

1. Постановка задачи 
Известно, что изображение объекта, полученное с помощью оптического прибора, как 

правило, искажено вследствие дефокусировки, из-за влияния среды между объектом и при
бором и в силу ряда других причин. В связи с этим, возникает задача реконструкции изобра
жения. Постановка задачи восстановления изображения достаточно проста и наглядна. В то 
же время, решение этой задачи требует использования довольно разнообразных и сложных 
инструментов, в том числе математического моделирования, статистической теории оцени
вания, преобразования Фурье, методов оптимизации, численных методов линейной алгебры 
и др. В настоящее время в научной литературе можно найти решения нескольких задач 
реконструкции изображения. Например, в работе [8] приводятся решения трех задач обра
ботки изображений: восстановление истинного изображения - характеристической функции 
перевернутых букв - по дефокусированному с помощью аппаратной функции и зашумленно-
му изображению; решение тестовой задачи (хорошо известной в теории и практике обработ
ки изображений) о восстановлении истинного изображения - фотографии искусственного 
спутника Земли; обработка изображений гравитационных линз. 

Задача восстановления изображения сводится к решению двумерного интегрального 
уравнения типа свертки: 

(1) 

здесь К - аппаратная функция прибора, характеризующая его отклик на точечный объект 
(реакцию на дельта-функцию), / - искаженное изображение, а и - искомое реконструируе
мое изображение. 

Аппаратная функция и регистрируемое изображение заданы с ошибкой. Точность за
дания приближенных данных известны. Задача с возмущенным ядром может иметь и не 
единственное решение и оказывается неустойчивой к возмущениям правой части уравне
ния, хотя формально решение двумерного интегрального уравнения может быть записано в 
виде обратного преобразования Фурье. В связи с выше сказанным, следует, что для успеш
ного решения задачи восстановления изображения естественно использовать тихоновские 
регуляризирующие алгоритмы с подходящим выбором стабилизаторов. 

2. О регуляризирующих алгоритмах 
Для описания алгоритмов и формулировки основных утверждений рассмотрим более 

общую постановку, чем задача (1), а именно, линейное операторное уравнение 

(2) 

на паре линейных нормированных пространств U, F с разрывным, в общем случае, много
значным оператором и приближенными данными 

Как известно, классическая тихоновская регуляризация не позволяет качественно вос

становить негладкое, т.е. недифференцируемое решение, т.к. приводит к заглаживанию тон-
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кой структуры решения. Поэтому возникла необходимость конструирования новых стаби
лизаторов. В работе [8] изображения реконструировались методом регуляризации в про
странствах Соболева с использованием преобразования Фурье и на трех классах функций 
с ограниченными вариациями. После рассмотрения результатов реконструкций в работе [8] 
отмечается, что для повышения качества в практике обработки изображений часто приме
няются другие регуляризирующие алгоритмы. 

Для того, чтобы охватить случай разрывного решения и построить регуляризирующий 
алгоритм, в работе [1] предложен и теоретически исследован стабилизатор с нормой про
странства Соболева с дробными производными (многомерный случай), и установ
лена сходимость приближенных решений в сильной топологии этого пространства и дис
кретная сходимость конечномерных аппроксимаций. В работе [2] был предложен другой 
параметрический класс недифференцируемых стабилизирующих функционалов на основе 
нормы пространства Липшица и обоснована равномерная сходимость тихоновских аппрокси
маций к непрерывному необязательно дифференцируемому решению исходного уравнения. 
В данной работе для случая линейного непрерывного в С(П) оператора А приведены ниже 
теоремы 1 и 2, доказанные в [2] для более общего случая. 

Пусть Π— компакт в Определим множество функций, удовлетворяющих на Π 
условию Липшица 

(3) 

(4) 
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В работе [4] для рассматриваемого алгоритма, использующего норму Липшица и ргох-
метод, были проведены расчеты по восстановлению трех модельных решений интегрального 
уравнения Фредгольма первого рода 

которое моделирует ситуацию, когда необходимо найти продолженное на глубину χ = Η 
гравитационное поле и(х) по заданному на земной поверхности f(y) (плоский случай). 

Для каждой модели рассчитывался вариант с точной правой частью и вариант с возму
щенной правой частью. 

В каждом варианте расчетов для полученного приближения вычислялись относитель
ная погрешность по решению и относительная погрешность по невязке. 

Графики точных решений и восстановленных решений как для точных, так и для 
возмущенных данных для трех одномерных модельных решений из работы [4] приведены 
ниже на рис. 1. На каждом графике по горизонтальной оси расставлены номера узлов г 
сетки с шагом 20, начиная с 0. 

Р и с . 1. Г р а ф и к и т о ч н ы х и восстановленных решений д л я трех моделей 
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Анализ полученных результатов показал, что с помощью привлечения prox-метода раз
работанный алгоритм достаточно хорошо восстанавливает решения с изломом (разрыв в 
производной) и разрывом первого рода самой функции, сохраняя структуру исходной мо
дели. 

Таким образом, все описанные этапы алгоритма, построенного на основе тихоновской 
регуляризации со стабилизатором в форме нормы Липшица, prox-метода, дискретной ап
проксимации квадратурным методом и субградиентного процесса негладкой оптимизации 
являются обоснованными, следовательно, мы имеем дело с регуляризирующим алгоритмом. 

Хорошо зарекомендовали себя для использования в вычислительной практике стаби
лизаторы с вариациями различных типов как в одномерном, так и многомерном случаях. 
Вычислительные эксперименты показали, что методика особенно эффективна при реше
нии двумерных интегральных уравнений типа свертки, возникающих при восстановлении 
зашумленных изображений (см. [3, 8]). В работе [1] изложены результаты, связанные с обос
нованием двухэтапного (регулярного) метода аппроксимации негладких решений некоррект
ных задач, когда на первом этапе используется тихоновская регуляризация в пространстве 
функций ограниченной полной вариации, а на втором - привлекаются субградиентные про
цессы для решения задачи недифференцируемой оптимизации (см. также [3]). 

Пусть А — линейный ограниченный оператор, действующий из в 
где - произвольные области с кусочно-гладкими границами. 

Пусть уравнение (1) разрешимо в пространстве 
точных данных А, / , которые заданы своими приближениями 

Рассматривается метод Тихонова в форме 

(9) 

где J (и) - полная вариация, определенная формулой: 

(10) 
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3. Численные эксперименты для решения задачи 
восстановления изображения характеристической 
функции объекта 
Рассмотрим решение задачи о восстановлении характеристической функции для мно

жества точек прямоугольной области на плоскости. Для решения поставленной задачи в 
качестве стабилизатора используется норма Липшица, как это изложено в разделе 2. Опи
шем необходимые изменения для двумерного случая. 

Для дискретной аппроксимации регуляризованной задачи в двумерном случае в еди
ничном квадрате D строится равномерная сетка с шагом h = 1/п по каждой переменной. 
Упорядочим узлов двумерной сетки естественным образом по столбцам, а внутри 
столбца - по строкам, и пронумеруем с помощью j . Получим: - координаты узла с 
номером Тогда дискретный аналог 
регуляризованной задачи в двумерном случае принимает вид 
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Как показано в [2], кусочно-линейные восполнения вектора , реализующего минимум 
в (11), равномерно сходятся к решению регуляризованной задачи (4) со стабилизатором (5). 

Дискретный аналог prox-метода принимает форму 

12 

Рис . 2. Восстановление с т р у к т у р ы поверхности характеристической ф у н к ц и и : а) точ
ная поверхность; б) наблюдаемая ; в) восстановленная 

Отметим, что в работе другого автора [8] приведены похожие результаты восстанов
ления истинного изображения - характеристической функции двух букв (положенных на 
плоскость) с помощью регуляризующих алгоритмов, основанных на двумерном преобразо
вании Фурье и на использовании в одном из алгоритмов гладких функций из пространства 
Соболева, а в другом - класса функций двух переменных с ограниченными вариациями. 

4. Задача восстановления изображения 
искусственного спутника земли 
Рассматривается известная тестовая задача о восстановлении изображения искусствен

ного спутника земли. Численные решения этой задачи можно найти в работе [8], в которой 
изображения реконструировались по методу регуляризации в пространствах Соболева с ис
пользованием преобразования Фурье и на трех классах функций с ограниченными вариаци
ями. В работе [8] отмечается, что полученное качество решения указывает на необходимость 
конструирования и других регуляризирующих алгоритмов. 
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Так как целевая функция является сильно выпуклой, то применим субградиентный 
метод вида 

(13) 

где -целевая функция в задаче (12), дФ— субдифференциал. 
Напомним, что установлено, как это указано в разделе 2, сходимость по аргументу, т.е. 

В результате аппробации прелагаемого подхода на основе использования нормы 
Липшица в задаче о восстановления характеристической функции получен результат 
реконструкции, приведенный на рис. 2. 
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В работе [3] проведена численная апробация алгоритма на основе пространства функций 
с ограниченной полной вариацией, представленного в разделе 2. Результат восстановления 
изображения спутника на сетке 128x128 узлов воспроизведен на рис. 3. 

Р и с . 3 . Реконструкция и з о б р а ж е н и я на классе ф у н к ц и й с ограниченной полной ва
риацией: а) наблюдаемое; б) восстановленное 

В настоящей работе приводятся новые расчеты для восстановления изображения спут
ника, полученные с помощью регуляризирующего алгоритма, представленного в разделе 
2, основанного на использовании пространства непрерывных функций и введении нормы 
Липшица. В разделе 2 приведены примеры успешной апробации алгоритма для решения 
одномерных интегральных уравнений Фредгольма 1-го рода. 

Дискретный аналог регуляризованной задачи для решения двумерного интегрального 
уравнения (1) уже представлен уравнениями (11), (12), (13) в разделе 3. 

Результаты проведенных расчетов с использованием алгоритма для двумерного случая 
изображены на рис. 4 а, б, в. 

Величина параметра регуляризации а из формулы (11) и параметра prox-метода п^ из 
формулы (13) выбирались простым перебором: для каждого из двух значений параметра 

выбиралось одно из трех значений = 10; 200; 2000 и проводились расчеты 
с выдачей величины относительной невязки в норме Результаты расчетов, соответству
ющие наименьшей относительной невязке при использованных значениях параметров а и 
Пк, приводятся на рис. 4 в. Расчеты проводились на суперкомпьютере «Уран>; расчетная 
сетка содержала 256 х 256 узлов; осуществлялось распараллеливание на 256 процессоров. 
(Расчетное время для каждого варианта параметров составляло около 6 часов.) 

Алгоритм на основе нормы Липшица, обладает, как нам кажется, гибкостью за счет 
возможности изменения входящих параметров и присутствия итерационной составляющей 
прокс-метода. Поэтому, можно влиять на качество результатов расчетов, конечно, за счет 
увеличения времени экспериментов. 

5. Заключение 
В работе продемонстрированы возможности двух регуляризирующих алгоритмов для 

решения важного класса прикладных задач восстановления изображений. Отличительной 
особенностью предлагаемых алгоритмов является законченность теоретических исследова
ний сходимости. Алгоритмы обосновываются, как на этапе введения стабилизирующего 
функционала и конструирования регуляризирующего алгоритма, так и на этапе дискре
тизации и построения субградиентных процедур алгоритмов. Проведено большое количе
ство численных экспериментов. Подтверждено заключение о том, что использование ргох-
метода существенно повышает качество приближенного решения, поскольку дает возмож-
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Рис . 4. Реконструкция и з о б р а ж е н и я в пространстве ф у н к ц и й с нормой Л и п ш и ц а : а) 
точное изображение; б) наблюдаемое; в) восстановленное 

ность применять субградиентные процессы для сильно выпуклой функции, что обеспечивает 
устойчивость счета. На основе предложенных алгоритмов и использовании современных су
перкомпьютеров возможно создание эффективных технологий, позволяющих качественно 
реконструировать различные изображения. 

Работа поддержана Российским фондом фундаментальных исследований, грант 
№09-01-00053. 
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