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В представленной работе обсуждаются результаты исследования эф­
фективности и масштабируемости переупорядоченного итерационного ме­
тода BiCGStab на вычислительных системах СКИФ МГУ «Чебышёв» и 
«Ломоносов». Основное внимание уделяется решению больших систем ли­
нейных алгебраических уравнений с сильно-разреженной матрицей, воз­
никающих при решении уравнения Пуассона в различных геометрических 
областях. Рассматривается вопрос целесообразности применения гибрид­
ных моделей программирования для решения задач линейной алгебры 
на многопроцессорных вычислительных системах с распределенной па­
мятью. 
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The results of the efficiency investigation of reordered BiCGStab method 
on computer systems SKIF MSU «Chebyshev» and «Lomonosov» are 
presented. The main attention is focused on solving the systems of linear 
algebraic equations with large sparse matrices for the Poisson equation in 
different geometries. The reasonability of usage the hybrid programming 
models for the linear algebra problems on distributed memory computer 
systems is discussed. 
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Введение 
Одним из наиболее трудоемких этапов численного решения системы уравнений гидро­

динамики сеточными методами является решение уравнения неразрывности, сводящегося к 
уравнению Пуассона для давления. Зачастую этот этап оказывается доминирующим и зани­
мает подавляющую часть времени (более 90%). Для простых геометрий расчетных областей 
и ортогональных систем координат, а так же областей, отображаемых преобразованиями си­
стем координат в прямоугольные области, разработаны прямые быстрые методы решения 
уравнения Пуассона (например, [1]). Однако, для сколь-нибудь сложных конфигураций рас­
четных областей, а так же неортогональных расчетных сеток данные методы оказываются 
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неприменимыми. В таком случае достаточно популярным является подход, при котором ис­
пользуется итерационный метод градиентного типа, например метод BiCGStab [2], с предо-
буславливателем для ускорения сходимости. В качестве предобуславливателей долгое время 
использовалось частичное LU-разложение [З] с различной степенью заполненности. Однако, 
при всех своих плюсах (в первую очередь, простота и эффективность при последовательной 
реализации), данный метод обладает рядом значительных недостатков. Основные из них -
это ухудшение эффективности предобуславливания по мере увеличения матрицы системы 
и высокая чувствительность к переупорядочиванию элементов матрицы. Последний аспект 
является критическим при параллельных вычислениях, поскольку эффективное распреде­
ление матрицы системы между вычислительными процессами также требует переупорядо­
чивания элементов матрицы. Ввиду этого для решения уравнений эллиптического типа в 
произвольных областях набирают популярность многосеточные методы [4], которые могут 
использоваться как отдельно взятые решатели, так и эффективные предобуславливатели. 

1. Переупорядоченный метод BiCGStab 
Алгоритм классического метода BiCGStab [2] приведен на рис. 1. Каждая итерация 

этого метода включает в себя две операции умножения разреженной матрицы на вектор (и 
две операции предобуславливания для предобусловленного варианта метода), четыре ска­
лярных произведения векторов и двенадцать операций сложения векторов/умножения на 
число. При традиционном подходе к распараллеливанию итерационных градиентных мето­
дов с сильно-разреженной матрицей, исходная матрица системы и вектора распределяются 
между вычислительными процессами построчно [5], и каждый из локальных фрагментов 
матрицы также разбивается на блоки пропорционально количеству строк, пришедшихся на 
каждый из вычислительных процессов. Такая схема распределения данных между вычисли­
тельными процессами позволяет эффективно организовать вычисление операций сложения 
векторов/умножения на число и умножение матрицы на вектор: операции с векторами вы­
полняются локально, тогда как время на пересылку данных для вычисления произведения 
матрицы на вектор может быть эффективно «замаскировано» вычислениями с локальным 
фрагментом вектора. Наибольшие сложности возникают при распараллеливании скалярных 
произведений векторов, поскольку после вычисления скалярного произведения локального 
фрагмента вектора требуется взаимодействие всех процессов для обмена данными каждого 
вычислительного процесса с каждым. Такое взаимодействие может быть реализовано как 
одна коллективная операция или набор коммуникаций «точка-точка» для каждого процес­
са с каждым. Второй вариант может оказаться предпочтительным, если алгоритмически 
имеется возможность организовать порядок вычислений так, что время на выполнение этих 
коммуникаций будет «замаскировано другими вычислениями. В противном случае опе­
рация скалярного произведения векторов является точкой глобальной синхронизации всех 
вычислительных процессов, что нежелательно при реализации параллельной программы. 

Приведенный на рис. 1 классический алгоритм метода BiCGStab демонстрирует стро­
гую последовательность вычислений, то есть для выполнения вычислений г'-й строки алго­
ритма необходимо, чтобы были завершены вычисления всех предыдущих г — 1 строк. Та­
ким образом, присутствие нескольких скалярных произведений векторов, которые не могут 
быть алгоритмически переставлены, а время на коммуникации для завершения этих опера­
ций «замаскировано» другими вычислениями, приводит к наличию трех точек глобальной 
синхронизации вычислений, и, как следствие, к ухудшению эффективности параллельной 
реализации исходного метода. 

Известно несколько работ [6, 7], посвященных попыткам переформулировать непредо-
бусловленный метод BiCGStab с целью уменьшить количество операций скалярного про-
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Рис. 1. Классический метод BiCGStab 

изведения векторов, приводящих к глобальной синхронизации вычислительных процессов. 
В [6] предложен вариант метода с двумя глобальными точками синхронизации при вычис­
лении скалярных произведений векторов, а в [7] позднее был предложен вариант с одной 
точкой синхронизации. Основываясь на идеях и подходах, изложенных в [6, 7], в [8, 9] для 
предобусловленного варианта метода, была предложена модификация, которая позволя­
ет избежать глобальной синхронизации всех вычислительных процессов на каждой итера­
ции. Предложенный метод имеет только четыре дополнительных операции сложения векто­
ров/умножения на число по сравнению с исходным алгоритмом, в то время как IBiCGStab [7] 
требует два дополнительных скалярных произведения и шесть операций с векторами. Ско­
рость сходимости модифицированного метода идентична скорости сходимости предобуслов­
ленного классического метода, поскольку в предложенной модификации изменена только 
последовательность вычисления некоторых векторов. Отличительной же чертой этого ме­
тода является полное отсутствие точек глобальной синхронизации процессов. Скалярные 
произведения векторов сгруппированы в три блока, причем для каждого из них имеется 
возможность «замаскировать» время обмена данными вычислением предобуславливания, 
которое зачастую является наиболее трудоемкой операцией на итерации. 

2. Особенности параллельной реализации 
Исследование эффективности предложенной в [8, 9] модификации алгоритма было про­

ведено на вычислительных системах СКИФ МГУ «Чебышёв» и «Ломоносов». Для этого 
была разработана гибридная параллельная программа, реализующая предложенный метод 
с алгебраическим многосеточным предобуславливателем (для построения предобуславлива­
ния использована свободно-распространяемая библиотека численных методов hypre [10]). 
Взаимодействие между узлами было реализовано через MPI, тогда как обмен данными 
между процессами внутри одного узла реализован через POSIX Shared Memory. Для хране­
ния исходной и промежуточных матриц использованы специализированные форматы CRS 
и DMSR (например, [И]). 

Обычно, для построения оптимального переупорядочивания применяются методы раз-
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биения графов или гиперграфов, которые строятся по исходной матрице системы, подле­
жащей переупорядочиванию. Был проведен ряд исследований по изучению эффективности 
различных алгоритмов, реализованных в свободно-распространяемых библиотеках METIS, 
hMETIS, ParMETIS, Scotch, PaToH и ряде других. По результатам этих исследований бы­
ли выбраны библиотека Scotch и Pt-Scotch для разбиения локального и распределенного 
графов соответственно. 

3. Тестовые задачи 
Тестовыми задачами для исследуемого метода и его реализации были выбраны: 

1. задача Неймана для уравнения Пуассона с постоянной правой частью в кубической 
области на равномерной сетке; 

2. задача Неймана для уравнения Пуассона для давления с постоянной правой частью 
в расчетной области, представляющей собой канал с препятствием на стенке в виде 
куба (задача обтекания куба турбулентным потоком [12]; 5,45 млн. ячеек). 

При проведении расчетов критерием завершения итерационного процесса было задано 
условие1: 

4. Результаты 
Первоначально была реализована параллельная программа с взаимодействием вычис­

лительных процессов только через MPI. На рис. 2 представлены полученные графики за­
висимости ускорения решения задачи от количества используемых вычислительных узлов 
для уравнения Пуассона в кубической расчетной области размером 8 млн. ячеек (количество 
ядер в легенде графика соответствует количеству вычислительных процессов, запущенных 
на каждом из узлов вычислительной системы). Следует отметить относительно слабые ре­
зультаты, полученные для большого числа вычислительных процессов на узлах. Выигрыш 
от использования всех 8 вычислительных ядер на каждом узле в сравнении с 4 ядрами, 
при количестве используемых узлов до 16, оказывается крайне незначительным, тогда как 
при большем количестве узлов использование 8 ядер на узле оказывается менее эффектив­
ным. Максимальное ускорение в такой конфигурации не превышает 35 раз. Эффективность 
использования 4 ядер с каждого узла оказывается несколько выше: насыщение достига­
ется на отметке 48 узлов (196 вычислительных ядер) при ускорении в 66 раз. Наиболее 
удачной оказывается конфигурация, при которой задействованы лишь два вычислительных 
ядра с каждого узла: на малом количестве узлов преимущество от использования большего 
количества ядер оказывается незначительным, а насыщение коммуникационной сети, со­
единяющей вычислительные узлы, наступает значительно позже. В такой конфигурации 

*При исследовании масштабируемости метода проводился расчет фиксированного количества 
итераций. Такое условие использовалось во избежание флуктуации количества итераций до выпол­
нения условия сходимости соответствующего итерационного метода. 
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Рис. 2. Ускорение решения системы уравнений в зависимости от количества узлов 
и вычислительных процессов на каждом из узлов (hypre 2.4.0b, СКИФ МГУ <Че-
бышёв») 

Рис. 3. Ускорение решения системы уравнений в зависимости от количества узлов и 
вычислительных процессов, объединенных через общую память на каждом из узлов 
(hypre 2.4.0b, СКИФ МГУ «Чебышёв») 

получено ускорение до 140 раз на 112 вычислительных узлах (224 ядра), причем до этой 
отметки зависимость ускорения от количества узлов носит практически линейный харак­
тер. Для каждого из вариантов оптимальным оказывается использование порядка 200 - 250 
вычислительных процессов, что эквивалентно локальной области около 30 - 35 тыс. строк 
исходной матрицы, приходящейся на один вычислительный процесс. 

После анализа первых результатов тестирования было принято решение реализовать 
гибридную модель, заменив обмены между процессами внутри узлов через MPI на обмены 
через общую память вычислительного узла. Потенциально это должно было существенно 
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Рис. 4. Ускорение решения системы уравнений в зависимости от количества узлов 
и размера матрицы относительно времени расчета на 4 узлах (32 вычислительных 
ядра, hypre 2.6.0b, СКИФ МГУ «Чебышёв>) 

улучшить ситуацию с использованием всех имеющихся ядер в вычислительных узлах и 
уменьшить нагрузку на коммуникационную сеть. 

Такая версия программы была исследована на задаче решения уравнения Пуассона в 
канале с кубическим препятствием [12]. Соответствующие графики зависимости ускорения 
от количества вычислительных узлов приведены на рис. 3 (количество тредов в легенде 
графика соответствует количеству MPI-процессов внутри узла, взаимодействие между ко­
торыми реализовано через общую память). Сравнивая рис. 2 и 3, можно отметить, что для 
второй тестовой задачи выигрыш от использования всех имеющихся восьми ядер с каж­
дого узла при использовании только MPI-обменов (кривая на графике для одного треда) 
оказывается еще меньшим, чем в предыдущем случае, и ускорение не превышает 20 раз. 
Этот результат объясняется уменьшением локальной области, приходящейся на каждый 
вычислительный процесс. Размер локального фрагмента матрицы при пиковом значении 
ускорения уменьшается с 35 до 28 тыс. строк. 

Вместе с тем, представленный график наглядно демонстрирует преимущество гибрид­
ного подхода к реализации алгоритма, который позволяет существенно снизить нагрузку 
на коммуникационную сеть кластера и добиться эффективной утилизации всех имеющих­
ся процессорных ядер на узлах. Пиковое ускорение для данной тестовой задачи составило 
156 раз (0,77 секунды) в сравнении с последовательно исполняемой программой (120,1 се­
кунды) при использовании 224 узлов (1792 ядра). Локальная область данных исходной мат­
рицы, приходящаяся на каждый процесс, составила примерно 3 тыс. строк, что является 
крайне малым показателем для таких задач. 

Далее была исследована зависимость масштабируемости решателя от размера матри­
цы системы уравнений. Такие расчеты были проведены для матриц размером 8, 27, 42,9 
и 64 млн. строк2. Соответствующие графики зависимости ускорения от количества вычис­
лительных узлов приведены на рис. 4. Поскольку матрицы размером более 8 млн. строк 

23десь и далее в расчетах использована обновленная версия библиотеки hypre 2.6.0b, в которой 
был расширен набор параметров для построения алгебраического многосеточного предобуславлива-
теля. 
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Таблица 1 

Пиковые значения ускорения для различных тестовых матриц (hypre 2.6.0b, 
СКИФ МГУ <Чебышёв») 

где коэффициент К32 для матрицы 8 млн. строк оказался равен К32 = 9,27. Полученные 
оценочные значения ускорения приведены в табл. 1. С учетом того, что при увеличении раз­
меров матрицы, наблюдается улучшение показателей масштабируемости на фиксированном 
количестве узлов, можно утверждать, что такой подход позволяет получить оценку снизу 
реального уровня масштабируемости решателя. 

Сравнительные графики ускорения решения системы уравнений для матрицы разме­
ром 8 млн. строк на вычислительных системах СКИФ МГУ «Чебышёв> и «Ломоносов:» 
приведены на рис. 5. Данные, полученные на вычислителной системе «Ломоносов:», демон­
стрируют существенно лучшие показатели масштабируемости на малом количестве узлов, 
ввиду, в первую очередь, более эффективного доступа к памяти и работы ядер внутри вы­
числительного узла. Ускорение в пределах одного узла, в среднем, составляет 3,2 раза в 
сравнении с 2,4 для «Чебышёва». Вместе с тем, пиковые значения ускорения для обеих вы­
числительных систем оказываются примерно одинаковыми. Незначительное преимущество 
<Чебышёва> может быть вызвано различиями в заданных параметрах предобуславлива-
теля и использованием различных реализаций библиотеки MPI. Однако, если принять во 
внимание тот факт, что время решения системы уравнений на одном вычислительном ядре 
системы «Ломоносов:» оказывается меньшим в 1,7 раза, то наблюдаемое насыщение кри­
вых на меньшем количестве узлов представляется закономерным: время проведения вычис­
лений с локальными фрагментами данных, сосредоточенными в каждом вычислительном 
процессе, для «Ломоносова> оказывается существенно меньшим. С этой точки зрения, для 
сравнения вычислительных систем более показателен третий из приведенных на рис. 5 гра­
фиков. Этот график отражает ускорение решения задачи относительно времени решения 
на одном ядре «Чебышёва» и демонстрирует более чем 300-кратное ускорение. 
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не умещаются в оперативную память одного вычислительного узла, то приведенные уско­
рения нормированы на время решения задачи на 32 ядрах (4 вычислительных узла). Для 
тестовых матриц 27 млн. строк и более приведенные графики ускорения носят линейный 
характер вплоть до 192 узлов. При увеличении размера тестовой матрицы наблюдается 
некоторое улучшение показателей масштабируемости решателя, что обусловлено увеличе­
нием размеров локальных фрагментов данных каждого из процессов. Поведение кривых 
при увеличении количества использованных узлов до 224 несколько странно, и, вероятно, 
вызвано особенностями работы аппаратной платформы во время проведения тестов. 

Основываясь на практически линейном поведении кривых ускорения на малом коли­
честве узлов и приняв за исходные результаты масштабируемости для матрицы размером 
8 млн. строк, можно получить оценочные значения ускорения относительно последователь­
но исполняемых вариантов. В этом случае коэффициент ускорения определяется как 
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Рис. 5. Ускорение решения системы уравнений в зависимости от количества узлов на 
различных аппаратных платформах (матрица 8 млн. строк, hypre 2.6.0b) 

Таблица 2 

Пиковые значения ускорения для различных тестовых матриц (hypre 2.6.0b, 
«Ломоносов») 

Полученные на вычислительной системе «Ломоносов> графики зависимости масшта­
бируемости решателя от размера тестовой матрицы приведены на рис. 6. Как и для <Че-
бышёва>, ускорение решения системы уравнений было определено относительно времени 
решения на 32 узлах (256 вычислительных ядер). Приведенный график демонстрирует близ­
кую к линейной масштабируемость на больших матрицах вплоть до 512 узлов (4096 вычис­
лительных ядер) и положительный эффект от увеличения задействованных ресурсов вплоть 
до 768 узлов (6144 вычислительных ядра). Аналогичным образом получены оценочные зна­
чения абсолютных показателей масштабируемости метода и реализованного решателя, кото­
рые приведены в табл. 2, где соответствующий коэффициент для матрицы 8 млн. строк 
составил = 95, 93. Результаты пикового ускорения показывают практически линейный 
рост относительно размера матрицы системы. 

Времена решения различных систем уравнений и соответствующее количество итера­
ций до сходимости итерационного процесса приведены в табл. 3. Реализованный решатель 
демонстрирует слабую зависимость скорости сходимости как от размера матрицы, так и от 
количества вычислительных ядер, что обеспечивает хорошие результаты масштабируемости 
при решении различных систем линейных алгебраических уравнений. 
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Исследование эффективности переупорядоченого метода BiCGStab... 

Рис. 6. Ускорение решения системы уравнений в зависимости от количества узлов 
и размера матрицы относительно времени расчета на 32 узлах (256 вычислительных 
ядер; hypre 2.6.0b, «Ломоносов») 

Таблица 3 

Время решения системы линейных алгебраических уравнений для различных 
тестовых матриц при использовании 128 узлов (1024 вычислительных ядра; 

hypre 2.6.0b, «Ломоносов») 

Заключение 
В работе представлены результаты исследования масштабируемости предобусловлен-

ного переупорядоченного метода BiCGStab для решения больших систем линейных ал­
гебраических уравнений с сильно разреженной матрицей. Благодаря гибридному подходу 
(MPI+ShM), реализованный метод с алгебраическим многосеточным предобуславливанием 
демонстрирует хорошие результаты масштабируемости (более 3 порядков) для тестовых за­
дач на большом количестве вычислительных узлов: до 200 узлов на вычислительной систе­
ме СКИФ МГУ «Чебышёв» и до 1000 узлов на вычислительной установке «Ломоносов». 
Реализованный решатель демонстрирует слабую зависимость скорости сходимости итера­
ционного процесса как от размера матрицы, так и от количества вычислительных ядер, 
что обеспечивает хорошие результаты масштабируемости при решении различных систем 
линейных алгебраических уравнений. 

Представленная работа частично поддержана грантом РФФИ Ms09-08-00390-a. 
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Приведенные в работе результаты исследований были получены на вычислительных 
системах СКИФ МГУ < Чебышёв» и <Ломоносов> суперкомпьютерного комплекса МГУ 
им. М.В. Ломоносова. Автор благодарит Вл.В. Воеводина и С.А. Жуматия за предостав­
ленную возможность проведения тестов на указанных вычислительных ресурсах и опера­
тивную помощь при решении технических вопросов. 

Статья рекомендована к печати программным комитетом Международной суперком­
пьютерной конференции <Научный сервис в сети Интернет: суперкомпьютерные центры 
и задачи^. 
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