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римент проводился на сером чугуне. В результате эксперимента был полу-
чен порошок, размеры и форма которого соответствуют моделируемым 
(рис. 3). Результаты моделирования подтвердили адекватность полученной 
модели, следовательно, её можно использовать для проектирования и 
управления процессом формообразования порошка ротационным фрезеро-
ванием. 
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В процессе проектирования системы возникает ряд проблем, среди ко-

торых важное место занимает вопрос о практической реализации системы 
с желаемыми вероятностными характеристиками [1]. С данным вопросом 
связано решение таких проблем, как обеспечение надежности системы, 
проверка критичности ее работы в различных условиях и при реальном 
разбросе параметров и т. д. 

Оценки влияния случайного разброса параметров модели системы на ее 
вероятностные характеристики обычно проводятся на всех этапах проек-
тирования: сначала при выборе структуры и параметров системы, чтобы 
система была мало чувствительной к этим разбросам, а на конечном этапе – 
для получения вероятностных характеристик системы с учетом разброса 
параметров. 

Как правило, в процессе проектирования системы стремятся номиналь-
ные значения параметров выбирать оптимальными, т. е. обеспечивающими 
экстремум некоторой вероятностной характеристики, являющейся харак-
теристикой качества системы. Так как получение высоко качества системы 
обычно представляет собой достаточно сложную задачу, то стремятся по-
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лучить такую системы и такие разбросы ее параметров, при которых 
ухудшение качества системы было бы незначительным. 

Вслед за [1], под оценкой влияния случайного разброса параметров на 
вероятностную характеристику λ модели системы будем понимать опреде-
ление зависимости изменения δλ вероятностной характеристики от веро-
ятностных характеристик случайного разброса параметров. Методы оцен-
ки влияния случайного разброса параметров на вероятностные характери-
стики модели системы основываются на использовании априорной инфор-
мации о малости этого влияния. Это предположение позволяет применить 
аналитические методы, вместо исходной рассматривать упрощенную сис-
тему, а также дает возможность не получать точную величину влияния 
разброса параметров, а ограничится его оценкой сверху [2]. 

Если в результате упрощения исходной системы оказывается, что для 
поучения вероятностной характеристики системы при конкретных значе-
ниях ее параметров применимы аналитические методы, то это означает, 
что для любого вектора случайного отклонения параметров системы Δα 
может быть получено условное значение ( )αΔμ  вероятностной характери-
стики упрощенной системы. Тогда, используя ( )αΔμ , по формуле 

( ) ( ) αΔαΔαΔμ=μ  df                (1) 

можно найти значение μ вероятностной характеристики упрощенной сис-
темы. 

В соответствии с [1] изменение δλ вероятностной характеристики ис-
ходной системы можно приближенно вычислить как изменение δμ соот-
ветствующей вероятностной характеристики упрощенной системы, т. е. 

( ) ( ) ( )0μ−αΔαΔαΔμ=δλ  df .             (2) 

При малом влиянии разброса параметров на вероятностные характери-
стики системы функция ( )αΔμ  может быть разложена в ряд по степеням 
компонент вектора Δα, в котором можно ограничиться членами мини-
мального порядка, дающими отличное от нуля значение δλ. Математиче-
ское ожидание Δα равно нулю, поэтому минимальный порядок разложения 
равен двум и  
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где 
qp

K αα  – корреляционный момент случайных величин pαΔ  и qαΔ . 

Формула (3) определяет изменение δλ вероятностной характеристики за 
счет случайного разброса параметров. Для вычисления δλ необходимо 
знать корреляционные моменты 

qp
K αα  разбросов параметров и вычислять 

вторые производные 
qp αΔ∂αΔ∂
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. Возможны два варианта представления 
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функции ( )αΔμ . В первом варианте считаем, что функция ( )αΔμ  представ-
ляется аналитически, тогда вторые производные в принципе могут быть 
вычислены, а значит, получена оценка влияния разброса параметров на ве-
роятностные характеристики системы. Во втором варианте для нахожде-
ния δλ можно применить численный метод определения коэффициентов 
разложения через значение ( )αΔμ  при конкретных значениях вектора па-
раметров Δα. 

Идея численного метода заключается в следующем. Предварительно 
вектор Δα коррелированных случайных величин путем линейного преоб-
разования, характеризуемого матрицей В [2], приводится к вектору Δβ не-
коррелированных величин αΔ=βΔ B . Базируясь на (3), получаем 
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где qa  – вторые производные (коэффициенты); 
qβσ  – средние квадратиче-

ские отклонения случайной величины qβΔ . 

При этом величины 2
qβσ  будут диагональными членами матрицы ββK , 

определяемой как 
ТBBKK ααββ = ,                 (5) 

где ααK  – корреляционная матрица вектора Δα, 
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Для любых реально возможных значений вектора Δβ можно найти Δα, 
а по нему ( )αΔμ  и 

( ) ( ) ( )0μ−αΔμ=αΔδμ . 
Обозначим через ( )qq βΔδμ  значение ( )αΔδμ  при 0≠βΔ q  и 0=βΔ i  для 

qi ≠ . Тогда, как показано в [2], 

( ) ( ) ( )[ ]002
0

1
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q
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βΔ
= ,          (6) 

где 0qβΔ  – конкретное значение qβΔ , лежащее в пределах реально воз-

можных значений qβΔ  (например, 
qq βσ=βΔ 0 ). 

Подставляя коэффициенты qa  в (4) и используя (5), получим оценку 

влияния случайного разброса параметров на вероятностную характеристи-
ку системы 
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Пусть вероятностная характеристика представляет собой дисперсию 
установившегося случайного процесса в системе с передаточной функцией 
в замкнутом состоянии ( )α;pWz , которая зависит от вектора случайных 
параметров при стационарном воздействии со спектральной плотностью 

( )ωS . Для системы с отрицательной обратной связью, имеющей в разомк-
нутом состоянии передаточную функцию ( )α;pW , передаточная функция 

( )α;pWz  имеет вид 

( ) ( )
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;
;
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В [2] имеются таблицы, в которых приведены выражения для диспер-
сии ( )αD  при конкретных значениях вектора параметров системы для раз-
личных передаточных функций ( )α;pW  и спектральных плотностей ( )ωS . 
Используя эти таблицы, можно найти изменение Dδ за счет случайно раз-
броса параметров.  

Если, например, ( )α;pWz  имеет вид (8) и 
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где 2121 ,  , , , TTk ττ  – компоненты вектора α (случайные параметры), то 
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Видно, что выражение для ( )αD  имеет достаточно сложный вид, по-
этому выражения для вторых частных производных будут громоздкими. 
Так как значение ( )αD  просто вычисляется для любых α, то удобно вос-
пользоваться численным методом нахождения вторых частных производ-
ных. Предположим, что номинальные значения параметров 2121   и  , , , TTk ττ  
равны 

1
0 c 1 −=k , c 5,010 =τ , c 1,020 =τ , c 110 =T , c 3,020 =T , 

их средние квадратические отклонения – 
2121

  и  , , , TTk σσσσσ ττ , а случай-

ные отклонения указанных параметров независимы. 
В ходе расчета вторых частных производных значения 000 21

 , , ττ σσσk , 

00 21
  и TT σσ  брались равными 0,1 от номинальных значений параметров.  

В результате получилось, что изменение дисперсии определяется соотно-
шением 

( )22222
0 2121

02,02,05,25  91,125,0 TTkSD σ+σ+σ+σ+σ−=δ ττ . 
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В частном случае, когда средние квадратические отклонения пропор-
циональны номинальным значениям параметров и коэффициент пропор-
циональности для всех параметров одинаков и равен σ, получаем, что 

2
0σ53,0 SD =δ , где σ – среднее квадратическое относительное отклонение 

случайных параметров. 
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ 
ТЕРМООБРАБОТКОЙ КОМПОЗИЦИОННЫХ ИЗДЕЛИЙ  

С НЕОПРЕДЕЛЕННОСТЬЮ В НАЧАЛЬНОМ СОСТОЯНИИ 
 

В.Н. Глухов 
 
В технологическом процессе неопределенность стремится к увеличе-

нию издержки, которую управляющее устройство пытается снизить. Один 
из подходов к решению задачи состоит в получении статистического опи-
сания неопределенности и выборе управления для уменьшения издержки. 
Предлагается другой подход, заключающийся в том, что по измерениям 
начального состояния на входе подсистемы термообработки можно сде-
лать выводы о принадлежности начального состояния к некоторому под-
множеству пространственных состояний. Цель состоит в выборе управле-
ния, основанного на этом измерении, которое уменьшает максимальную 
величину издержки для любого возможного начального состояния в под-
множестве. 

Так, если Q – множество возможных величин для неопределенности, 

uΩ  – множество допустимых вариантов управления, ( )( )quJ  ,⋅  – функцио-

нальная издержка, то в задачу входит нахождение ( ) uu Ω∈⋅* , удовлетво-
ряющего всем ( ) uu Ω∈⋅  

( )( ) ( )( )quJquJ
QqQq

 ,sup ,sup * ⋅<⋅
∈∈

.             (1) 

Первое достаточное условие применимо, если функциональная издерж-
ка имеет седловую точку. Но часто этого не бывает, и поэтому можно вос-
пользоваться вторым достаточным условием, при отсутствии решения с 
седловой точкой. В этом случае задача неопределенности начального со-




