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К РЕШЕНИЮ ЗАДАЧИ КОШИ  
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ  
ПОВОРОТА ГУСЕНИЧНОЙ МАШИНЫ 

 
Д.Б. Чернин 

 
Дифференциальные уравнения поворота гусеничной машины, пред-

ставляемые в квазискоростях z  и y  (см. рисунок), записываются в виде 

( )

1 2

1 2

2 1 1 2

θ,

θ,

θ .
2

mz P P my

my Q Q mx

B
J P P M M

= + −

= + +

= − ⋅ − −


 



 

Здесь 1P  и 2P  – силы, действующие со стороны основания на гусеницы 

вдоль их продольной оси симметрии; 1Q  и 2Q  – силы, действующие со 
стороны основания на гусеницы по перпендикуляру к упомянутой оси; 1M  
и 2M  – моменты сил, препятствующих повороту на каждой из гусениц;  
m  – масса гусеничной машины; J  – ее момент инерции; z  и y  – произ-

водные по времени квазискоростей z  и y ; θ  – угловое ускорение гусе-
ничной машины. 

 

 
 
В представляемых далее соображениях все силовые факторы считаются 

зависящими только от сил трения Кулона между опорной частью гусенич-
ного обвода и поверхностью движения машины. 
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Условия поворота гусеничной машины в начальный момент времени 
включают в себя равенство нулю ее угловой скорости. Структура диффе-
ренциальных уравнений при этом такова, что подстановка в них указанного 
значения невозможна, поскольку приводит к делению друг на друга чисел, 
каждое из которых равно нулю. С инженерной точки зрения представлен-
ная ситуация является закономерной, поскольку ввод машины в поворот 
осуществляется изменением продольных гусенице сил ( iP ) при неподвиж-
ных относительно опорной поверхности участков гусеничного обвода, с ней 
соприкасающихся. Из сказанного следует необходимость построения алго-
ритма расчета ускорений гусеничной машины в начальный момент ее по-
ворота. Упомянутые силы iP  должны при этом считаться заданными, ис-
ходными величинами. Примем ширину гусеницы равной нулю. 

Определим достаточные условия ввода машины в поворот. Пусть 
( )q q x=  описывает зависимость давления машины на опорную поверх-

ность, [ ] Н

м
q  =   

. Тогда модуль элементарной силы трения, действующей  

в точке гусеницы с координатой «х» запишется равным 
( )трdF q x dx= μ ⋅ , 

где μ  – коэффициент трения скольжения между опорной поверхностью и 
гусеницей. 

Момент сил сопротивления повороту подсчитывается в виде опреде-
ленного интеграла 

( ) ( )sin
b

i
a

M q x x x dx= μ ⋅ α ⋅ , 

где ( )xα  – функция, описывающая зависимость от координаты «х» угла 

между вектором силы трения в этой точке и продольной осью симметрии 
гусеницы. 

Очевидно, достаточными будут условия, при которых момент сил, «по-
ворачивающих» машину, будет больше максимально возможного значения 
момента сил, «препятствующих» этому движению. Другими словами, сле-
дует определить зависимость ( )xα , доставляющую экстремум функцио-

налу iM . 
В соответствии с постановкой задачи этот экстремум – условный: дол-

жен выполняться при заданных iP . 

( ) ( )cos
b

i
a

P q x x dx= μ α ⋅ . 
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Как и для любой изопериметрической задачи вариационного исчисле-
ния строим функционал 

( ) ( ) ( )( )sin cos
b

a

J q x x x x dx= α + λ α , 

где λ  – множитель Лагранжа. 
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Равенство справедливо для любых «х», поэтому 

( )tg
X
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Геометрической интерпретацией полученного результата является ут-
верждение о том, что экстремальному значению момента сопротивления 
повороту сил трения соответствует наличие общей точки пересечения пер-
пендикуляров к этим силам. 

Из физических соображений ясно, что это экстремум типа «maximum». 
Условие (*) соответствует и необходимым условиям поворота: если гусе-
ничная машина поворачивается, то перпендикуляры к силам трения пере-
секаются в одной точке – мгновенных центрах скоростей опорного участка 
гусеничного обвода. Из сказанного следует, что расчет ускорений машины 
в начальный момент поворота сводится к определению множителя Ла-
гранжа по заданной величине iP , после чего можно рассчитать моменты 
сопротивления повороту на каждой из гусениц. Зная эти ускорения можно 
подсчитать скорости в какой-либо «ближайший» момент времени и, тем 
самым, получить начальные условия, удовлетворяющие условиям Коши 
существования частного решения дифференциальных уравнений. 

Оба из указанных действий основываются на зависимостях 
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и приводят к вычислению интегралов 
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Пределы интегрирования a  и b  в приведенных интегралах назначают-
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ся исходя из расположения центра давления опорной части гусеничного 
обвода. Понятно, что a b L+ = , где L  – длина опорной части. 

Искомые ускорения для первоначального момента времени с учетом 
0θ =  найдутся равными 
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В простейшем случае, когда центр давления на грунт находится посе-
редине опорной части гусеничного обвода и тем самым: 
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указанные выше интервалы подсчитываются через первообразные подын-
тегральных функций и находятся равными 

2 2

2 2

4
ln , 1,2,

4

ii
i

i

L L
P G i

L L L

λ + +λ= μ =
λ + −

         (3) 

2 2 1
, 1,2,

4 2
i

i i i
L

M G P i
+ λ

= μ − λ =          (4) 

G  – вес гусеничной машины. 
Уравнения (3) определяют искомые iλ . Выражениями (4) подсчитыва-

ются моменты сопротивления повороту, подставляемые в уравнение (2). 
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Общеизвестные доказательства приведенной в заголовке теоремы ос-

новываются на введении понятия векторов в пространстве произвольной 
размерности и их линейной зависимости-независимости. При этом теория 
линейных уравнений, а именно этим и ограничивается курс линейной ал-
гебры для большинства нематематических специальностей, не включает в 
формулировки своих результатов эти понятия. Поэтому доказательство 
теоремы Кронекера–Капелли, построенное на понятиях, используемых в ее 
формулировке крайне желательно. 


