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Группа Фробениуса порядка 20 – простейший пример группы типа 4). 
Более интересным примером группы типа 4) является группа G =((а λ  b) × 
× c × d) λ x, a9 = b3 = c3 = d3 = x4 = 1, ab = a4, ax = a–1, bx = b, cx = cd,  
dx = cd2. В этой группе для подгрупп H1 = а λ x и H2 = a λ x2 выпол-
няются равенства |N(H1) : H1 · C(H1)| = 3, а N(H2) = H2 · C(H2). 

Группа Фробениуса порядка 7 · 6 – группа типа 5) для r ≠ q, а S3 × S3 для 
r = q. 

Группа GL(3;2) ≅ PSL(2;7) содержит неабелевы подгруппы H1 и H2 по-
рядков 21 и 6, соответственно. Если A – элементарная абелева группа  
порядка 8, то G1 = A λ H1 и G2 = A λ H2, где H1 и H2 действуют на A как 
подгруппы GL(3;2), являются группами типа 6) и 7), соответственно. 

Пусть p ≠ 2. Тогда группа G =(а × b × c) λ ((x×y) λ t), где ap =  
= bp = cp = 1, x2 = y2 = t3 = 1, ax = a, bx = b–1, cx = c–1, ay = a–1, by = b, cy = c–1,  
xt = y, yt = xy, at = c, bt = a, ct = b, является группой типа 8).  
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ОБ ОДНОМ ЧИСЛЕННОМ АЛГОРИТМЕ ПОСТРОЕНИЯ  
ФУНКЦИИ ГРИНА И РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ  

ТЕОРИИ ИЗМЕРЕНИЙ 
 

Ю.С. Асфандиярова 
 
В приложениях (например, в теории динамических измерений [1]) воз-

никают проблемы, приводящие к краевым задачам для обыкновенных 
дифференциальных уравнений с неклассическими краевыми условиями – 
многоточечные краевые задачи, задачи с распределенными данными и т. п.  

Все подобные задачи могут быть сформулированы в виде 
( ) ( 1)

1 1 0[ ] ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),

( ) , 1,2,..., .

n n
n

j j

L x x t p t x t p t x t p t x t f t

U x j n

−
− ′= + + + + =

 = α =
    (1) 
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Здесь ( )ip t , ( )f t  – непрерывные на [ , ]a b  функции, jα  – числа, ( )jU x  – 

линейные, линейно-независимые функционалы, представимые в общем 
случае  

1

( ) ( ) ( ) ( ) ,
bn

j ij i j
i a

U x c x t g t x t dt
=

= +    

часто возникает задача нахождения правой части ( )f t  по эксперименталь-
но измеренной функции ( ) ( )x t x t≈  – т. н. обратная задача. 

На первый взгляд, логичным представляется решение поставленной за-
дачи подстановкой измеренной функции ( )x t  в дифференциальное выра-
жение [ ]L x . Однако, хорошо известно (например, [3]), что наличие по-
грешностей измерения (даже малых) приводит к значительным ошибкам 
восстановления ( )f t .  

В настоящей работе предлагается метод построения решения обратной 
задачи обращением дифференциального оператора с помощью функции 
Грина, использующий хорошо известное соотношение для решения полу-
однородной ( ( )jU x =0) краевой задачи: 

( ) ( , ) ( ) ,
b

a

x t G t f d= τ τ τ            (2) 

где ( , )G t τ  – функция Грина задачи (1). 
Эффективные и устойчивые методы решения подобных задач хорошо 

известны (например, [2, 3]).  
Определенную сложность представляет построение функции Грина в 

ситуации, когда фундаментальная система решений исходного дифферен-
циального уравнения неизвестна.  

В работе [9] был предложен метод построения функции Грина в этом 
случае, в дальнейшем развитый в [6–8]. 

Предлагаемый способ использует функцию Грина вспомогательной за-
дачи. Дифференциальное выражение этой задачи получается из исходного 
выражения [ ]L x  отбрасыванием всех слагаемых, кроме старшей производ-

ной ( ) ( )nx t . Функция Грина вспомогательной задачи ищется традиционно, 
по определению. Функция Грина исходной задачи ищется как решение 
уравнения Фредгольма II-го рода [5]:  

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ,
b

a

G t s G t s G t V s d− = τ τ τ          (3) 

где ( , )G t s  – функция Грина вспомогательной задачи, и  
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На основании разработанной теории, анализа существующих методов и 
современных тенденций развития компьютерной техники, был предложен 
алгоритм решения рассматриваемого класса обратных задач [8]. 

Кратко этот алгоритм может быть представлен следующим образом: 
Входные данные: ( )x t  – измеренный сигнал, ( ) ( 1,2,..., )ip t i n=  – коэф-

фициенты дифференциального уравнения, ( ) ( 1,2,..., )jU x j n=  – граничные 

условия. 
1. Вычисляем функция Грина вспомогательной задачи. 
2. Находим функцию Грина основной задачи (1) из уравнения (3). 
3. Находим искомую функцию из соотношения (2), рассматриваемого 

как уравнение относительно ( )f t  при заданной функции ( )x t . 
Выходные данные: ( )f t  – искомая функция (воздействие на систему). 
Описанный алгоритм вычисления функции Грина и нахождения решения 

обратной задачи для линейных дифференциальных уравнений с переменны-
ми коэффициентами реализован с использованием пакета Mathematica 8.0. 

Программа, реализующая описанный алгоритм для вычислительных 
систем с массовым параллелизмом находится в стадии разработки. 

Результат работы программы на одном из тестовых примеров [7]. 
Пример.  
Некоторая динамическая система описывается дифференциальным 

уравнением (4) с граничными условиями (5) 
'' 5 6 ( ),x x x f t′− + =             (4) 
(0) 0,x =  (1) 0.x =              (5) 

Требуется по экспериментально измеренной функции ( )x t  установить 
неизвестную функции ( )f t  – силу воздействия на систему.  

Функция ( )x t  измерена неточно. Ошибка моделируется с помощью слу-
чайного шума ( ).tξ  На рис. 1 изображены графики случайного шума ( )tξ  и 
измеренной функции ( )x t . 

а) б) 

Рис. 1. )(tξ  – высокочастотная ошибка (погрешность измерений) (а);  
)(~ tx  – измеренная функция, ( )x t  – точная функция (б) 
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Функции Грина для задачи (4)–(5) представлена на рис. 2, б. На рис. 2, а 
представлена функция Грина соответствующей вспомогательной задачи. 

 

а) б) 

Рис. 2. Функция Грина: вспомогательной задачи '' ( ),x f t=  (0) 0,x =  (1) 0x =  (а); 
основной задачи '' 5 6 ( ),x x x f t′− + =  (0) 0,x =  (1) 0x =  (б) 

 
На рис. 3 представлен график решения обратной задачи теории изме-

рений, полученного по описанному алгоритму. Для сравнения представ-
лен график точного решения. Точное воздействие на систему описывает-
ся функцией ( ) sin (10 ) cos (5 )f t t t= + . 

Погрешность исходных дан-

ных составляет 310 ,−δ =  что со-
ставляет около 3 %. Погреш-
ность полученных результатов 
оказывается равной 0,17ε = , что 
составляет примерно 3,8 % .  

Таким образом, в результате 
исполнения программы получа-
ем погрешность результатов 
сравнимую с погрешностью ис-
ходных данных задачи. 
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Рис. 3. Точная функция правой части ),(tf  

вычисленная функция ( )f t  
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КАК РЕШАЮТ НЕСТАНДАРТНЫЕ ЗАДАЧИ 
 

И.В. Ковалева 
 
Особую роль для развития творческих способностей учащихся играют 

нестандартные задачи – задачи, для решения которых у учащихся нет го-
тового алгоритма. 

Важнейший источник таких задач – различные олимпиады и конкурсы. 
При обучении умению решать нестандартные задачи следует находить 

и решать более простую «родственную задачу». Это часто дает ключ к ре-
шению исходной. Помогают следующие соображения: 

• рассмотреть частный (более простой) случай, а затем обобщить идею 
решения; 

• разбить задачу на подзадачи (например, необходимость и достаточ-
ность); 

• обобщить задачу (например, заменить конкретное число переменной); 
• свести задачу к более простой («причесывание задач»). 
Пример 1. Кратчайшие пути на поверхности многогранника.  
Развертки. 
Задачи типа «найти кратчайший путь отсюда туда на поверхности мно-

гогранника» решаются с помощью разверток поверхности многогранника: 
грани многогранника укладывают на плоскость и затем ищут кратчайший 
путь в соответствии с основным геометрическим принципом. 


