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НЕПРИМАРНЫХ ПОДГРУПП 
 

В.А. Антонов 
 
Если A – произвольная подгруппа группы G, то N(A) ≥ A·C(A), а ин-

декс |N(A) : A·C(A)| определяет порядок группы внешних автоморфизмов 
подгруппы A, индуцированных элементами группы G. В данной работе 
изучается строение конечных групп G, в которых для любой непримарной 
подгруппы A почти все ее автоморфизмы, индуцированные элементами из 
G, являются внутренними. А именно, для любой такой подгруппы А ин-
декс |N(A) : A · C(A) | делит некоторое простое число. Такие группы будем 
называть NSnp-группами. 

Отметим, что свойство быть NSnp-группой переносится на подгруппы и 
фактор-группы. 

Неабелеву конечную p-группу G условимся называть (p,n)-группой,  
если G обладает абелевой максимальной подгруппой T и фактор-группа 
G/Z(G) является группой максимального класса n. В частности, (p,1)-группы 
это p-группы с условием |G/Z(G)| = p2. Отметим еще, что если G является 
(p,n)-группой и n > 1, то |G/G' · Z(G) |= p2 и абелева максимальная подгруп-
па из G является характеристической подгруппой группы G. 

Лемма ([1], теорема 1).  
В неабелевой конечной p-группе G в том и только том случае индекс 

|N(A) : A · C(A)| делит p для любой подгруппы A, когда G является (p,n)-
группой для некоторого числа n. 

Теорема 1.  
Нильпотентная группа G тогда и только тогда является NSnp-группой, 

когда выполняется одно из следующих условий: 
1) групп G абелева; 
2) G является p-группой для некоторого простого числа p; 
3) G = P × H, подгруппа H абелева, а силовская p-подгруппа P является 

(p,n)-группой для некоторого числа n. 
Доказательство.  
Если P и Q – неабелевы силовские p- и q-подгруппы из G, G = P × Q × R, 

а A и B – максимальные абелевы подгруппы из P и Q, соответственно,  
то для подгруппы H = A × B × R, индекс |N(H) : H · C(H)| = |G : H| делится 
на pq, что невозможно. Поэтому только одна силовская подгруппа груп-
пы G неабелева. Пусть P эта подгруппа и G = P × R. Если A – произволь-
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ная неединичная подгруппа из P и H = A × R, то из того, что индекс  
|N(H) : H · C(H)| делит p следует, что и |NP(A) : A · CP(A)| тоже делит p.  
В силу леммы, P является (p,n)-группой для некоторого числа n. 

Достаточность следует из леммы. 
В следующей теореме p, q и r – простые числа, причем p ≠ q. 
Теорема 2.  
Конечная ненильпотентная разрешимая группа G в том и только том слу-

чае является NSnp-группой, когда выполняется один из следующих случаев: 
1) G = H λ P, где H – абелева холлова p′-подгруппа из G, |P : CP(H)| = p,  

а группа P либо абелева, либо является (p,n)-группой, и если СP (H) неабе-
лев, то n = 1 и P = СP (H) · z, где z ∈ Z(P); 

2) G = H λ P, H = G × K, силовская q-подгруппа Q группы G является  
(q, 1)-группой и P действует на Q/Z(Q) неприводимо, подгруппа K абелева, 
а силовская p-подгруппа P группы G либо абелева, либо является (p,n)-груп-
пой, СP (H) абелев и |P : CP(H)| = p;  

3) G = P λ x, P – силовская p-подгруппа, |x| = q и для любой x-допус-
тимой подгруппы A из P индекс  

|(NP(A) ∩ C(x)) : (A ∩ C(x)) · (CP(A) ∩ C(x))| делит p; 
4) G = P λ x, P – силовская p-подгруппа, |x| = q2, P λxq является груп-

пой типа 3), для любой x-допустимой подгруппы A из P индекс |(NP(A) ∩ 
∩ C(x)) : (A ∩ C(x)) · (CP(A) ∩ C(x))| делит p, и если при этом [x,A] ≠ 1, то 
СP(xq) = (A∩CP(xq))· (CP(A) ∩ C(xq)); 

5) G = P λ (x × y), xq = yr = 1, r ≠ p, подгруппа P λ t является группой 
типа 3) для любого элемента t простого порядка из x × y, и если A – до-
пустимая подгруппа из P, то индекс  

|(NP(A) ∩ C(x, y)) : (A ∩ C(x, y)) · (CP(A) ∩ C(x, y)) | делит p, и если, 
например, x∉C(A), то СP(y)= (A ∩ C(y)) · (CP(A) ∩ C(y)); 

6) G = P λ(x λ y), xq = yr = 1, r ≠ p, xy ≠ yx, подгруппа P λ t является 
группой типа 3) для любого неединичного элемента t∈ x λ y, и если A – 
x, y-допустимая подгруппа из P, то индекс  

|(NP(A) ∩ C(x, y)) : (A ∩ C(x, y)) · (CP(A) ∩ C(x, y))| делит p, а СP(x) = 
= (A ∩ C(x)) · (CP(A) ∩ C(x)); 

7) G = (F λ x) · y, F · y – силовская p-подгруппа G, |x| = q, yP∈ F, 
[x, y] ∉ F, подгруппа F λ x – группа типа 3), а (CP(x) × x) · y – группа 
типа 1), и если A – x, y-допустимая подгруппа из P и H = A · x, y, то 
|CN(H)(A λ x , y) : C(H) | делит p, а CF(x) = (A ∩ C(x)) · (CF(A)∩ C(x)); 

8) G = (F λ (x × y)) · t, F является p-группой, xq = yq = 1, ,rt F∈  
элемент t действует на x × y неприводимо, подгруппа F λ (x × y)  
является группой типа 5), при этом, если r ≠ p, то F λ t – группа типа 3),  
и если A – x, y, t-допустимая подгруппа из F, то CF(x × y) = (A∩C(x × 
× y)) · (CF(A) ∩ C(x × y)). 
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Схема доказательства.  
Обозначим через F подгруппу Фиттинга группы G. Тогда, как известно, 

C(F) ≤ F. 
СЛУЧАЙ 1.  
Подгруппа F не примарна. 
Тогда F либо абелева, либо является группой из теоремы 1, а |G : F| = p 

для некоторого простого числа p. Это означает, в частности, что G = H λ P, 
где Н – нильпотентная холлова p′-подгруппа из G, а P – силовская p-под-
группа группы G. 

Далее доказывается, что  
а) если подгруппа H абелева, то G – группа типа 1) из условия теоремы; 
б) если подгруппа H набелева, то G – группа типа 2). 
СЛУЧАЙ 2. 
Подгруппа F является p-группой для некоторого простого числа p. 
Пусть A/F – минимальная нормальная подгруппа группы G/F. Тогда 

A/F является элементарной абелевой q-группой, q ≠ p. Если а элемент по-
рядка q из A и B = F λ a, то из C(B) ≤ C(F) ≤ F ≤ B и определения NSnp- 
группы следует, что индекс |A : B| делит q, т. е. |A/F| ≤ q2. Так как |G : A × 
× C(A)| = |G : A| делит простое число, то возможен только один из сле-
дующих случаев: а) |G/F| = q; б) |G/F| = qr, r – простое число; в) |G/F| = q2r,  
r – простое число, отличное от q. 

В результате исследования этих случаев доказано, что 
а) если |G/F| = q, то G – группа типа 3); 
б) если |G/F| = q2, то G – группа типа 4); 
в) если |G/F| = qr, p ≠ r ≠ q и фактор-группа G/F абелева, то G – группа 

типа 5); 
г) если |G/F| = qr, p ≠ r ≠ q и фактор-группа G/F не абелева, то G –

группа типа 6);  
д) если |G/F| = pq, то G – группа типа 7); 
е) если |G/F| = q2r, то G – группа типа 8). 
Примеры.  
Приведем простейшие примеры, показывающие, что все случаи из тео-

ремы 2 реализуется.  
Группы G1 = S3× а, |а| = 5, G2 = (а × b) λ c, a3 = b4 = c2 = 1, ac = a–1,  

bc = b–1, и G3 = (а × Q8) λ c, a3 = c2 = 1, ac = a–1, [Q8, c] = 1, являются груп-
пами из пункта 1) теоремы. 

Пусть G = (Q8 × a) λ b, a9 = b3 = 1, ab = a4 и b действует на Q8 как ес-
тественный автоморфизм порядка 3. Тогда G – группа типа 2) с неабелевой 
подгруппой P, а ее подгруппа Q8 λ b – группа типа 2) с абелевой подгруп-
пой P. 

Группа G = (а λ b) λ c, a9 = b3 = c2 = 1, ab = a4, ac = a–1, bc = b, являет-
ся группой типа 3). В ней для подгрупп H1 = а λ c и H2 = b × c, вы-
полняются равенства |N(H1) : H1 · C(H1)| = 3, а N(H2) = H2 · C(H2). 
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Группа Фробениуса порядка 20 – простейший пример группы типа 4). 
Более интересным примером группы типа 4) является группа G =((а λ  b) × 
× c × d) λ x, a9 = b3 = c3 = d3 = x4 = 1, ab = a4, ax = a–1, bx = b, cx = cd,  
dx = cd2. В этой группе для подгрупп H1 = а λ x и H2 = a λ x2 выпол-
няются равенства |N(H1) : H1 · C(H1)| = 3, а N(H2) = H2 · C(H2). 

Группа Фробениуса порядка 7 · 6 – группа типа 5) для r ≠ q, а S3 × S3 для 
r = q. 

Группа GL(3;2) ≅ PSL(2;7) содержит неабелевы подгруппы H1 и H2 по-
рядков 21 и 6, соответственно. Если A – элементарная абелева группа  
порядка 8, то G1 = A λ H1 и G2 = A λ H2, где H1 и H2 действуют на A как 
подгруппы GL(3;2), являются группами типа 6) и 7), соответственно. 

Пусть p ≠ 2. Тогда группа G =(а × b × c) λ ((x×y) λ t), где ap =  
= bp = cp = 1, x2 = y2 = t3 = 1, ax = a, bx = b–1, cx = c–1, ay = a–1, by = b, cy = c–1,  
xt = y, yt = xy, at = c, bt = a, ct = b, является группой типа 8).  
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ОБ ОДНОМ ЧИСЛЕННОМ АЛГОРИТМЕ ПОСТРОЕНИЯ  
ФУНКЦИИ ГРИНА И РЕШЕНИЯ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ  

ТЕОРИИ ИЗМЕРЕНИЙ 
 

Ю.С. Асфандиярова 
 
В приложениях (например, в теории динамических измерений [1]) воз-

никают проблемы, приводящие к краевым задачам для обыкновенных 
дифференциальных уравнений с неклассическими краевыми условиями – 
многоточечные краевые задачи, задачи с распределенными данными и т. п.  

Все подобные задачи могут быть сформулированы в виде 
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