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МОДЕЛИРОВАНИЕ НЕУСТОЙЧИВОГО ТЕЧЕНИЯ  
ЖИДКОЙ ПЛЕНКИ 

 
 В.С. Пяткова 

 
Исследование тонких слоев вязкой жидкости (жидких пленок) актуаль-

но и имеет большое прикладное значение, поскольку течение жидких пле-
нок реализуется в многочисленных пле-
ночных аппаратах (дистилляторов, испа-
рителей, конденсаторов, теплообменни-
ков) энергетической, нефтехимической, 
пищевой и других отраслях промышлен-
ности. Технологические процессы в жид-
ких пленках сложны, и при изучении 
большое значение придается математиче-
скому моделированию. 

Рассмотрим течение тонкого слоя вяз-
кой несжимаемой жидкости (воды) тол-
щиной   по твердой непроницаемой вер-
тикальной поверхности в присутствии не-
растворимых поверхностно-активных ве-
ществ (рис. 1). Течение жидкости проис-
ходит под действием силы тяжести [1]. 
Течение пленки рассматриваем на некото-
ром расстоянии от места подачи жидко-
сти, то есть развитое волновое течение. 

Течение жидкой пленки описывается системой уравнений Навье-
Стокса и неразрывности с заданными граничными условиями. 

2 2

2 2

2 2

2 2

1

Re

1

Re

0

rx

ry

u u u P u uu v F
t x y x x y

v v v P v vu v F
t x y x x y

u vv
x y

                      
                      
    

 

       (1) 

0 : 0, 0;y u v               (2) 
2

2

1
: 2 2 0;

Re

u v v v u uy v N
x x y x x y x

                       
      (3) 

 

 
 
Рис. 1. Схема волнового тече-
ния жидкого слоя: 1 – непрони-
цаемая стенка; 2 – жидкая фаза;
3 – свободная поверхность 
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где 0
0 0

0

1u udy
   – средняя скорость основного течения жидкой пленки, 

g – ускорение силы тяжести, 0  – толщина пленки в невозмущенном со-
стоянии, N – коэффициент поверхностной вязкости, учитывающий влия-
ние поверхностно-активных веществ, rF – число Фруда, Re – число Рей-
нольдса. 
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Полученные проекции скорости u и v подставим в граничные условия 
(2)–(5). Получим уравнение для обтекания свободной поверхности, где 
 ,x t  – отклонение свободной поверхности пленки от невозмущенного 

состояния. 
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Коэффициенты уравнения (8) имеют вид: 
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Коэффициенты (9) уравнения (8) несколько физических факторов, ка-
чественно влияющих на течение двумерной пленки и ее устойчивость: 

, ,rF N . 
Исследуем неустойчивость течения вертикальной жидкой пленки для 

чисел Рейнольдса из диапазона [1; 15]. 
Полагая  exp xA i k x t   , из уравнения (8) получим дисперсионное 

уравнение 

  4 3 2
7 1 4 6 11 0,x x x x xa k i a k a k i a k a k i             (10) 

где r ii     , r  – частота, i  – скорость роста возмущений (инкре-
мент), k – волновое число. 
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Дисперсионное уравнение (10) позволяет в явном виде получить зави-
симости для волновых характеристик частоты и инкремента. 
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r
rC

k
  – фазовая скорость, гр

rdC
dk
  – групповая скорость. 

Скорость роста возмущений (инкремент) характеризует неустойчивость 
течения. При 0i   – течение устойчиво, 0i  – нейтральная устойчи-
вость, 0i  – течение неустойчиво. 

Область неустойчивости течения вертикальной жидкой пленки пред-
ставлена на рис. 2. Проведено сравнение результатов вычислительного 
эксперимента для воды с экспериментальными данными разных авторов 
Jones L.O., Whitaker S. [2]; .Stainthorp F.P., Allen J.M [3]; Капица П.А. [4]. 
Кривая 4 рис. 2 соответствует максимальной скорости роста возмущений 

maxi . Кривая 3 соответствует случаю нейтральной устойчивости 0i   и 
отделяет область устойчивого течения от области неустойчивого. При 

0i   течение неустойчиво. Совпадение результатов с данными Капицей 
для воды свидетельствует о соответствии разработанной математической 
модели реальному физическому процессу течения тонкого слоя вязкой 
жидкости по твердой непроницаемой вертикальной поверхности. 

 

 

Рис. 2. Область неустойчивости: 
º – [2],· – [3], × – [4] 
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На рис. 3 представлены кривые i  в зависимости от волнового числа k 

для чисел  Re 1;15 , на рис. 4 – зависимость частоты от волнового числа 

для различных чисел Рейнольдса. 
 

Рис. 3. Скорость роста возмущений Рис. 4. Частота 
 
Графики зависимости фазовой и групповой скорости от волнового чис-

ла для различных чисел Рейнольдса представлены на рис. 5, 6. 

Рис. 5. Фазовая скорость Рис. 6. Групповая скорость 
 
Анализ результатов вычислительного эксперимента позволяет вы-

явить закономерности, которым подчиняется течение пленки, дать реко-
мендации для управления течением и по конструированию пленочных 
аппаратов: 

– течение жидкой пленки неустойчиво в заданном диапазоне чисел Re; 
– в области неустойчивости найдены maxi , волновые числа, соответст-

вующие maxi ; режим течения с maxi  называется оптимальным и реко-
мендуется при разработке пленочных аппаратов; 
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– показано, что фазовая скорость имеет наименьшее значение для 

maxik ; 
– рассчитана групповая скорость. 
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О РЕШЕНИИ ГРАНИЧНОЙ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 
ДЛЯ НЕЛИНЕЙНОГО ПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ 
МЕТОДОМ ВСПОМОГАТЕЛЬНЫХ ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 
 

Е.В. Табаринцева 
 
Постановка задачи 
Рассматривается задача восстановления функции ( ) (1, ),v t u t  

2( ) [0, )t L   (граничного условия), где функция ( , )u x t  удовлетворяет ус-
ловиям  

2

2
( ) ( ) (0 1; 0)

( ,0) 0; (0, ) 0

u u a x u f u x t
t x

u x u t

      
 

 
        (1) 

и дополнительному условию  
(0, ) ( ), 0.xu t q t t              (2) 

Здесь 2( ) [0,1], ( ) 0a x C a x  ,  2 1
2( , ) (0,1) ([0,1]); ( , ) 0,u t C C u x W     ; 

2 2: [0, ) [0, )f L L    – отображение, заданное с помощью непрерывной 
числовой функции (оператор Немыцкого), удовлетворяющее условию 
Липшица, т.е. для любых 2, [0, )u L   

( ) ( ) .f u f v L u v    

Рассмотрим вспомогательную «прямую» задачу  




