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ОБ ОПТИМАЛЬНОСТИ МЕТОДА М.М. ЛАВРЕНТЬЕВА 
ПРИ РЕШЕНИИ УРАВНЕНИЙ С ОШИБКОЙ В ОПЕРАТОРЕ 

 
А.Б. Бредихина 

 
Пусть H  – сепарабельное гильбертово пространство, [ ]B H  – простран-

ство линейных ограниченных операторов, отображающих пространство H  
в H , 1[ ]B H  – подмножество пространства [ ]B H , состоящее из инъектив-

ных операторов, [ ]B H . 
Рассмотрим операторное уравнение первого рода 

;  , .Au f u f H        (1) 
Предположим, что при 0f f  и A  уравнение (1) имеет точное ре-

шение 0u , принадлежащее множеству r rM BS , где [ ]B B H , а 

 : ,rS v v H v r   . Но точные значения 0f  и оператора A  нам неизвест-
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ны. Вместо них даны некоторые приближения f H   и 1[ ]hA B H  , а 

также уровни их погрешности , 0h   такие, что 0f f     и hA A h  . 

Требуется, используя априорную информацию , , , , ,r hM f A h  , опре-
делить приближенное решение hu  уравнения (1) и оценить его уклонение 
от точного решения 0u . 

В дальнейшем, если A A , то, предположив, что множество значений 

( )R A  всюду плотно в H , воспользуемся полярным представлением опе-
ратора A  

A QA ,              (2) 

где Q  – унитарный оператор, а A A A . 
Таким образом, используя равенство (2), уравнение (1) можно заменить эк-
вивалентным 

Au g ,              (3) 

где g Q f , а Q  – унитарный оператор, сопряженный с Q . 
Класс операторов   определим следующим образом 

 : [ ],  0,   и ( ),  ,h h= A A B H A A A A A A             (4) 

где   – множество кусочно-непрерывных на отрезке 0,  hA    функций, 

[ ]hA B H ,   и 0h h hA A A   . 
Оператор [ ]B B H  определим формулой ( )h hB G A , где 

1 0,h hG C A     и для любого  0, hA  0hG   , а (0) 0.hG   

Обозначим через 0 0g Q f , а g Q f  . 

Определение 1. Семейство операторов  0 0: 0 ,0hT h h       , ото-

бражающих H  в H , назовем методом приближенного решения 
уравнения (3) на множестве rM  , если для 0(0, )   и 0(0, )h h  , и 

для любого 1[ ]hA B H  ,  ;  [ ]h hT A B H   и   0;  h hT A g u    

при , 0h   равномерно на множестве rM  при условии, что 

1[ ]A B H  , hA A h   и 0g Au    . 

Введем количественную характеристику точности этого метода при 
фиксированных 1[ ]hA B H   и 0(0, ]   

 
, ,

[ ] sup [ ; ] : , , ,h h h h r h
u A g

T u T A g u M A A A h g Au


              ,(5) 

и величину  

  inf [ ] : { },opt
h hh P P B H A H     ,    (6) 
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где  { },hB H A H  – пространство линейных ограниченных операторов, 

отображающих пространство { }hH A  в H , а 

 
, ,

[ ] sup [ ; ] : ,  ,  ,  h h r h
u A g

P u P A g u M A A A h g Au


            . 

Определение 2. Метод  0 0: 0 ,0opt
hT h h        будет оптимальным 

на классе rM  , если для любых 0(0, ]   и 0(0, ]h h  [ ] .opt opt
h h hT      

Рассмотрим уравнение, связывающее параметры ,  и h   
( ) ( )h hrG rG h      .    (7) 

Из свойств функции ( )hG   следует, что при выполнении условия 

 h
h h

A h
rG A

       (8) 

уравнение (7) имеет единственное решение ( , )h    . 
Пусть   – достаточно маленькое положительное число. Тогда наряду с 

уравнением (7) рассмотрим уравнение 
 ( ) (1 ) ( )h hrG h rG          .    (9) 

Из равенства (9) следует, что при достаточно малых значениях  и h , ко-
торые описываются условием аналогичным условию (8), уравнение (9) 
имеет единственное решение ( , )h  .  Из непрерывности функции ( )hG   
следует, что 

( , ) ( , ) при 0.h h          (10) 

Теперь, выбрав натуральное число 0n  таким образом, чтобы 
0

1

n
   и 

  0

0

1
( , ) ( , ) ,h h

nrG h rG h
n 

        
 

  (11) 

рассмотрим подпространство 0H , определяемое формулой 

0

0

0 ( , ) 1
( , )

,h n h
n

H E H E H



    

    (12) 

где  : 0 hE A     – спектральное разложение единицы, порожденное 

оператором hA . 

Построим оператор 0A следующим образом 

  0
0

0

; ,
( , )

             0; ,

h

h

A uh u H
hA A u

u H




     
 

  (13) 

где 0H   – ортогональное дополнение подпространства 0H . 
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Таким образом, из (12) и (13) следует, что 

0 ( ),h hA A A      (14) 
где  . 

Пусть 0 0 0 и ,v H v r   

 0 ( , ) ,hBv rG h         (15) 

0.g     (16) 
Тогда из (11), (12) и (15) получаем 

   0( , ) ( , ) ,h hrG h u rG h           (17) 
а из (12), (13), (17) 

   0
0 0

0

1
( , ) .h h

nA A Bv h rG h
n 


          (18) 

Из (16)–(18) следует, что  

0 0 .A u g      (19) 

Таким образом, из (16) для любого [ ]P B H  
0.Pg     (20) 

Из (6) и (16)–(20) следует, что 

 ( , ) ,opt
hh rG h         (21) 

а из произвольности  , (10) и (21) получаем 

 ( , ) .opt
hh rG h       (22) 

В качестве регуляризующего семейства операторов для уравнения (3) 
рассмотрим семейство 

1[ ] ,  0, .h
h hT B A B E A

        (23) 

Приближенное решение уравнения (3) .h
hu T g
    

Рассмотрим теперь оценку уклонения ( )hT  приближенного решения 

hu  уравнения (3) от точного решения 0u  на классе rM . 

 
0

0 0 0
, ,

( ) sup : , , ,h
h r h

u A g
T u u u M A Au g A A h




             (24) 

Введем обозначения: 

 
0

1 0 0 0( ) sup : ,h h
h r

u
T A u u u M r T         (25) 

 
0

2 0 0 0
,

( , ) sup : , ( ) ,h h h
h r h h

u A
h T A u T Au u M A A h rhG T             (26) 

 
0

3 0 0 0
, ,

( , ) sup : , .h h h
r

u A g
T Au T g u M g g T


                (27) 

Тогда, учитывая (25)–(27), имеет место очевидное неравенство 

1 2 3( ) ( ) ( , ) ( , ) ( ( ) ) .h h
hT h r rhG T                   
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Теорема. Пусть   – решение уравнения (7), а  
2 ( )

( , ) ( ).
( )

h
h

h

Gh hG
G

    
 

 

Тогда  

( ) ( ).h
hT rG      (28) 

Доказательство. В силу лемм 1 и 2 (см. [1]), получаем, что 

0
0

( )
( ( ) ) max .

( )h

h
h h A h

Gu u r rG h
G






       
   

  (29) 

Рассмотрим функцию 
0

( )
( , ) ( ( ) ) max .

( )h

h
h A h

GF r rG h
G

        
   

 

Тогда при      
( ) ( )

max ,
( ) ( , ) ( ) ( , )

h h

h h

G G
G h G h

 
         

 

( , ) ( ).hF rG     
а из (29) следует, что 

0 ( ).h hu u rG
       (30) 

Из (22) и (30) следует, что ( ) ( )h
hT rG   . Таким образом, М.М. Лав-

рентьева с ошибкой в операторе является оптимальным. 
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ГРУППОВЫХ КОЛЕЦ ЗНАКОПЕРЕМЕННЫХ ГРУПП 
 

А.В. Каргаполов 
 

Ранее в [1–2] полностью были описаны группы   nU Z ZA  в случае, 

когда ранг равен 1, то есть когда  5,6,10,11,13,16,17,21,25n . Планирует-

ся к публикации статья автора в журнале «Вестник ЮУрГУ», в которой 
полностью описывается группа   14U Z ZA , в этом случае ранг 

  14U Z ZA  равен 3. 




