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Хорошо известно классическое представление Альманси для полигар-

монической функции ( )Q x  
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где ( )kH x  – некоторые гармонические функции, которые успешно приме-
няются при построении решений модельных задач для гармонического, 
бигармонического и полигармонического уравнений [1]. 

В настоящей работе представления Альманси (1) сначала применяются 
для построения решения однородной задачи Дирихле для неоднородного 
бигармонического уравнения, а затем и для построения решения общей за-
дачи Дирихле для неоднородного бигармонического уравнения в единич-
ном шаре. В [2] с помощью формулы Альманси уже были построены по-
линомиальные решения уравнения Пуассона ( ) ( )u x Q x  и полигармони-

ческого уравнения ( ) ( )mu x Q x  , где ( )Q x  – произвольный полином и они 
используются в данной работе. 

Сначала рассмотрим следующую однородную краевую задачу для не-
однородного бигармонического уравнения в единичном шаре 
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с полиномиальной правой частью ( )Q x  и при 2n  .  
Теорема 1. Решение задачи Дирихле (2)–(3) можно записать в виде 
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Пример 1.  Пусть в задаче Дирихле (2)–(3) ( ) iQ x x , а значит 1m  . 
Тогда в сумме из формулы (4) будет только один член при 0s  . Получаем 
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Рассмотрим теперь следующую задачу Дирихле для уравнения Лапласа 
в единичном шаре   
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c полиномиальным граничным значением ( )P x  и при 2n  . 
Сформулируем утверждение, дополняющее утверждение теоремы 3. 

Рассмотрим оператор 
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; если функция u гармоническая в  ; верны ра-

венства ( )u u u      ; ( ) ( )m mP x mP x  . 
Теорема 2. Решение задачи (5)–(6) можно записать в виде 
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Пример 2. Пусть в задаче (5)–(6) 2( ) jP x x . Тогда в сумме из формулы 

(7) будет только один член 0s  . Ясно, что 2 2jx  , 2 22j jx x   и поэтому 
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Проверим, что найденная функция ( )x  действительно является реше-

нием задачи (5)–(6) с 2( ) jP x x . Воспользуемся простым равенством [2] 
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m m mx P x k m k n x P x x P x        
Тогда легко получить 
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и значит полином ( )x  бигармонический 
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Кроме этого ( )x  удовлетворяет условиям 2
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Значит ( )x  – решение задачи (5)–(6). 
Рассмотрим другую задачу Дирихле для уравнения Лапласа в единич-

ном шаре   
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с полиномиальным граничным значением ( )R x  и при 2n  . 
Теорема 3. Решение задачи (9)–(10) можно записать в виде 
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Пример 3. Пусть в задаче (9)–(10) 2( ) kP x x . Тогда в сумме из форму-
лы (11) будет только член 0s  . Поэтому 
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Аналогично формуле (8) из примера 2 полином ( )x  бигармонический 
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4 2

2 2 2 2
| | 1 | | 1 | | 1

| | 1

4 | | 4 | |
2 | | ( ) .

2
( )x k k x k x

x

x xx x x x
n n  



      


 

Объединяя теоремы 1–3, получим следующее общее утверждение. 
Теорема 4. Решение задачи Дирихле 
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в единичном шаре   с полиномиальными данными ( )Q x , ( )P x  и ( )R x  име-
ет вид 
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ПОСТРОЕНИЕ ИНВАРИАНТОВ МНОГООБРАЗИЙ 
С ИСПОЛЬЗОВАНИЕМ ШАРОВЫХ РАЗБИЕНИЙ.  

ОРИЕНТАЦИЯ ШАРОВЫХ КОМПЛЕКСОВ 
 

С.И. Бельков 
 
В предыдущих работах [1, 2] были рассмотрены симплициальные раз-

биения многообразий и доказана их независимость от симплициального 
разбиения многообразия. На практике же симплициальные комплексы ока-
зались не вполне удобными для изучения многообразий, т.к. триангуляция 
даже на примере простых и хорошо изученных многообразий приводила к 
большому объему вычислений из-за большого количества элементов в 
триангуляции. Поэтому было решено для изучения инвариантов перейти 
от симплициальных комплексов к шаровым. 

Определение. Топологический шаровой комплекс S есть покрытие ха-
усдорфова пространства X конечным набором клеток – замкнутых тополо-
гических шаров такое, что: 

1) относительные внутренности шаров из S образуют разбиение X; 
2) граница каждого шара из S составлена из шаров меньшей размерно-

сти. 
Кусочно-линейный шаровой комплекс есть конечное покрытие евкли-

дова полиэдра X кусочно-линейными шарами, для которого выполнены 
условия 1 и 2. В дальнейшем будут рассматриваться именно такие ком-
плексы. 

Вычисления будем производить в системе компьютерной алгебры GAP. 
В случае шарового комплекса (как и в случае симплициальных ком-

плексов, описанных в работах [1, 2]) тоже строится алгебраический ком-
плекс, в который координаты вершин входят как параметры. Для его по-
строения нам прежде всего потребуется умение задавать и ориентировать 
шаровые комплексы, а затем уже мы будем описывать линейные простран-
ства и их отображения друг в друга, из которых состоит алгебраический 
комплекс. 

Шаровой комплекс будем описывать индукцией по размерности шаров 
следующим образом: 

 пронумеруем все вершины комплекса – то означает, что задан 0-
остов описываемого комплекса; 

 считаем, что k-остов уже описан (т.е. занумерованы все k-клетки); 




