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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ КРУГА МОРА ДЛЯ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ 
ПОЛЯРНОЙ ДЕКОМПОЗИЦИИ ПРИ ПЛОСКОМ НАПРЯЖЕННОМ 
СОСТОЯНИИ 

О.С. Садаков, А.О. Щербакова, С.И. Шульженко 

Рассмотрена задача разделения несимметричного тензора дисторсии на 
симметричный (тензор коэффициентов длины) и ортогональный (тензор 
жесткого поворота) сомножители для случая, когда ортогональный тензор 
характеризуется одним числом. Рассмотренный случай характеризует 
плоское деформированное (или напряженное) состояние и является весьма 
распространенным при решении краевой задачи деформирования твердого 
тела. 
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Введение 
Для решения краевой задачи деформирования твердого тела в геометрически нелинейной 

постановке возникает необходимость представить несимметричный тензор (тензор дисторсии) в 
виде произведения симметричного (тензор коэффициентов длины) и ортогонального (тензор же­
сткого поворота) сомножителей. Необходимость выделения тензора коэффициентов длины из 
тензора дисторсии определяется тем, что именно он связан физическим законом с тензором на­
пряжений в данном элементе. Эту задачу обычно называют задачей факторизации и решают с 
помощью операции извлечения квадратного корня из симметричного тензора, что требует нахо­
ждения собственных значений последнего [1-4]. Однако в частном, но весьма типичном случае 
плоской задачи, когда ортогональный тензор характеризуется одним числом, эта задача может 
быть существенно упрощена. Ее решение иллюстрирует круг Мора, обобщенный на несиммет­
ричные тензоры. 

Составляющие дисторсии 
При решении задачи о плоском деформировании тензор дисторсии F, определяющий дефор­

мирование и поворот волокон в малой окрестности точки тела путем скалярного произведения 
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(dx - вектор, характеризующий начальное состояние некоторого элементарного волокна, dr -
вектор, характеризующий положение того же волокна в деформированном состоянии), представ­
ляет сумму четырех диад 

Для удобства используем декартову систему координат с правым базисом 
Если тензор F симметричен, то его называют тензором коэффициентов длины и обозначают 

V или U. Его главные значения представляют суммы 

называемые главными коэффициентами длины (здесь и - главные деформации). Если тензор 
F ортогонален, то рассматриваемый элемент объема (точнее, плоскости) не деформируется, а 
лишь поворачивается как жесткое целое на некоторый угол В этом случае его обозначают R и 
называют тензором жесткого поворота: 

- угол поворота против часовой стрелки. 
В общем случае плоского деформирования тензор дисторсии записывают в виде скалярного 

произведения V*R или R*U B зависимости от желания представить преобразование (1) в виде по­
ворота элемента площади с последующим деформированием или наоборот - деформирования с 
последующим поворотом. Тензор R в этих двух случаях одинаков, а тензоры коэффициентов 
длины отличаются друг от друга и их называют левым (V) или правым (U) тензорами коэффици­
ентов длины. 



Механика 
Круг Мора для дисторсии 

Ввиду линейности преобразования (1) при анализе деформации можно исключить из рас­
смотрения абсолютную длину волокон, отнеся векторы dr и dx к длине последнего (dx): 
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Вектор п является единичным; он характеризует начальное направление элементарного во­
локна (рис. 1). Это направление будем определять углом а по отношению к вектору е1. 

Деформированное состояние этого волокна (вектор 
/ н а рис. 1) можно назвать вектором дисторсии - по 
аналогии с вектором напряжения (в форме Коши), 
определяемого скалярным произведением тензора 
напряжений на нормаль п к площадке. 

Разность длин векторов определяет деформа­
цию этого волокна, угол между ними - поворот 
волокна. В геометрически линейном подходе (с 
учетом гипотезы о бесконечной малости деформа­
ций) соответствующую деформацию и поворот во­
локна п определяет разность векторов d=f-n пу­
тем его проецирования на векторы п и ортогональ­
ный ему t 
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и касаются единичной окружности, углы отложены против часовой стрелки. Главные деформа­
ции, соответствующие кругу 1, положительны; на круге 3 - отрицательны; на круге 2 
0; на круге Отметим, что все указанные на рис. 6 положения кругов Мора имеют 
физический смысл. 

В случае, когда начало координат находится внутри окружности (рис. 7, а), оказывает­
ся, что одна из главных деформаций отрицательна и больше единицы; это не имеет физиче­
ского смысла, так как соответствует выворачиванию рассматриваемого элемента объема наиз­
нанку. Также недопустима ситуация, когда окружность проходит через начало координат 
(рис. 7, б): одно из волокон сжимается до нулевой длины (точка О), что недопустимо даже для 
одного волокна: новая площадь обращается в ноль, тензор вырожден (его определитель равен 
нулю), а это не имеет физического смысла. 

Серия «Математика. Механика. Физика», выпуск 2 25 

Садаков О.С., Щербакова А.О., Использование круга Мора для решения задачи полярной 
Шульженко С.И. декомпозиции при плоском напряженном состоянии 

Заключение 
Полученные результаты позволяют утверждать, что рассмотренные свойства круга Мора для 

несимметричного тензора в случае двумерной задачи дают возможность найти угол жесткого по­
ворота с помощью которого определяется тензор жесткого поворота. Последний позволяет 
вычислить симметричный тензор коэффициентов длины. 
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APPLICATION OF THE MOHR CIRCLES FOR SOLVING THE PROBLEM 
OF POLAR DECOMPOSITION UNDER PLANE STRESS 

The article considers the problem of separation of an asymmetric distortion tensor at the symmetric 
(stretch tensor) and the orthogonal (rigid body rotation tensor) factors for the case when orthogonal ten­
sor is characterized by one number. This case describes plane strain (or stress) state and is very common 
when solving boundary problems of deformation of the solid. 

Keywords: Mohr circle, deformation gradient, rigid body rotation tensor, stretch tensor, polar de­
composition. 
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